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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
Появление быстродействующих ЭВМ в последние 30 лет резко 

изменило характер применения основных принципов 
теоретической гидромеханики и теплопередачи при решении 
инженерных задач. Наряду с развитием традиционных методов, 
таких как аналитические и экспериментальные методы, бурно 
развивается третий метод исследований – вычислительная 
гидрогазодинамика  (Computational Fluid Dynamics – CFD). 
Применение CFD для расчета различных конструкций, течений 
позволяет существенно снизить стоимость и сократить время 
оптимизации проектируемых машин и процессов. Несмотря на то, 
что эксперимент по-прежнему играет очень важную роль, особенно 
в исследовании сложных течений, в процессе проектирования 
отчетливо проявляется тенденция к более широкому 
использованию вычислительных методов вследствие снижения 
стоимости последних. Стоимость же проведения экспериментов в 
последние годы неуклонно растет.  

Данное методическое пособие призвано ввести читателей в 
практический курс вычислительной гидрогазодинамики на базе 
трехмерного расчетного комплекса FASTEST-3D (Flow Analysis 
Solving Transport Equation Simulating Turbulence 3 Dimensional), 
любезно предоставленного техническим университетом 
Дармштадта (TU Darmstadt). FASTEST-3D позволяет охватить 
полный спектр численных расчетов для описания ламинарных и 
турбулентных течений с теплообменом, смешением, химическими 
реакциями, двухфазных течений  в сложных инженерных 
конфигурациях, кроме этого, открытый код предоставляет 
неограниченные возможности как добавления новых моделей для 
описания физики процессов, так и улучшения математической 
составляющей. В настоящее время FASTEST-3D поддерживается и 
расширяется рядом технических вузов Германии в рамках проекта 
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SFB, финансируемой правительством и ведущими 
транснациональными компаниями, такими как Siemens, Rolls-Roys, 
Alstom. Участие  ведущих технических вузов Германии позволяет 
программному коду иметь последние наработки в области 
турбулентных течений и горения. Знание данного кода, а также 
методов разработки позволяет просто перейти к использованию 
таких коммерческих кодов, как Fluent, CFX, ANSYS  и других не 
только в рамках пользователя, но и разработчика.  

FASTEST-3D требует установки операционной системы, 
базирующейся на Linux, также требуется установка программ 
создания геометрии и сетки и программы для визуализации 
полученных результатов. Требования к ресурсам компьютера 
зависят от сложности конфигурации и выбранных моделей и могут 
варьироваться в пределах от Pentium 100 (32Mb) до 
суперкомпьютера. 

Авторы благодарят за помощь в рецензировании методического 
пособия Dr.-Ing. Мальцева А., Dr.-Ing. Горынцева Д. Отдельная 
благодарность техническому университету Дармштадта (TU 
Darmstadt) в лице Prof. Dr.-Ing. M. Schafer, Prof. Dr.-Ing. J. Janicka, 
Prof. Dr.-Ing. A. Sadiki, Dr.-Ing. D. Sternel.   
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УСЛОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 
 
Латинские  
 

Символ 
 

Размерность Определение 

   
, , , ,I II III IV V   инварианты первого, второго и т.д. 

порядка 
ija  2

2
м

с  
компоненты тензора анизотропии 
рейнольдсовых напряжений 

iC  , ic   модельные коэффициенты 

jiC  Н  кориолисовы силы  

pc  
( )

Дж
кг×К  

удельная теплоемкость при 
постоянном давлении 

pd  м  диаметр частиц 
Dϕ   диффузионный перенос пассивного 

скаляра ϕ  
1 2,F F   весовая функция 

iF  Н  силы 
fμ , if   демпфирующие функции 

ig  
2

м
с  ускорение свободного падения 

k  2
2

м
с  

турбулентная кинетическая энергия 

k+   безразмерная турбулентная 
кинетическая энергия, kk Uτ

+ =  

l  м  характерный масштаб 
турбулентности 

p  Па  статистическое давление 
kP   член генерации турбулентности 

Pr   число Прандтля 
Prt   турбулентное число Прандтля 
R  

( )
Дж

кг×К  
газовая постоянная 

Re  число Рейнольдса 
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Re p   число Рейнольдса для частиц 
Ret   турбулентное число Рейнольдса 
Sc   молекулярное число Шмидта 

ijS  1
c  компоненты тензора скоростей де-

формации 
T  К  температура 
t  с  время 
, iu u  м

с  вектор скорости, компоненты 
скорости 

uτ  м
с  динамическая скорость, /w wτ ρ  

u+   безразмерная скорость 

i ju u′ ′  2
2

м
с  

компоненты тензора рейнольдсовых 
напряжений 

ju ϕ′ ′   компоненты потока скаляра 

V  3м  объем 
ix  м  декартовы координаты 

y  м  расстояние от стенки 
y+   обезразмеренное расстояние от 

стенки, /u yτ ν  
 
Греческие  
 
Символ Размерность Определение 

 
   

, , ,i i i iα β δ γ   модельные коэффициенты 

ϕΓ   молекулярный коэффициент 
диффузии пассивного скаляра, ϕ

ijδ   символ Кронекера                            
ε  2

2
м

с  
скорость диссипации 
турбулентной кинетической 
энергии 

0ε  2
2

м
с  

скорость диссипации 
турбулентной кинетической 
энергии на стенке 
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ε +  безразмерная скорость 
диссипации турбулентной 
кинетической энергии,  

4Uτ

ενε + =  

iς  м  локальные координаты 

kη  м  колмогоровский масштаб длины 
λ  

( )
Дж

с×К×м  
коэффициент теплопроводности 

ijφ   тензор перераспределения  
ϕ   величина пассивного скаляра 
κ   константа Кармана  
, tμ μ  

( )
кг

м×с  коэффициенты динамической 
молекулярной и турбулентной 
вязкости 

, tν ν  
2

м
с  коэффициенты кинематической 

молекулярной и турбулентной 
вязкости        

ρ  
3

кг
м  плотность 

σ  2м  площадь     
ϕσ   турбулентное число Шмидта или 

Прандтля  
τ  с  турбулентный масштаб времени    
kτ  с  колмогоровский масштаб 

времени        
ijτ  2

2
м

с  
компоненты тензора 
рейнольдсовых напряжений 

ijΩ  1
c  компоненты тензора вектора 

завихренности  
kΩ , iω  1

c  скорость вращения 

ω   удельная скорость диссипации 
Φ   переменная 
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Операторы 
 

Оператор Определение 
 

  
( )⋅  осреднение Рейнольдса 

( )⋅  осреднение по Фавру 

( )div ⋅  дивергенция                                    
( )grad ⋅  градиент 

 
Нижний индекс 
 

Оператор Определение 
 

  
   ( )b⋅  сгоревшие компоненты 

   ( )F⋅  топливо 

( )O⋅  окислитель                                      

( )P⋅  продукт горения 
   ( )u⋅  несгоревшие компоненты 

 
 
 
Аббревиатуры 
 

Аббревиатуры                      Определение 
 

  
AS Абе, Шуга 
BML Брэй, Мосс, Либби 
CDS центрально-разностная схема (Central 

Difference Scheme) 
CFD вычислительная гидрогазодинамика 

(Computational Fluid Dynamics) 
CLS Крафт, Лаундер, Шуга 
CV контрольный объем (Control Volume) 
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DES изолированное моделирование 
крупных вихрей (Detached Eddy 
Simulation) 

DH Дейли, Харлоу 
DNS прямое численное моделирование 

(Direct Numerical Simulation) 
EARSM явная алгебраическая модель 

рейнольдсовых напряжений (Explicit 
Algebraic Reynolds Stress Model) 

EASFM явная алгебраическая модель переноса 
скаляра (Explicit Algebraic Scalar Flux 
Model) 

EDC концепция вихревой диссипации (Eddy-
Dissipation Concept) 

EVM модель вихревой вязкости (Eddy-
Viscosity Model) 

GGDH основная градиенто-диффузионная 
гипотеза (General Gradient-Diffusion 
Hypothesis) 

GL Гибсон, Лаундер 
GS Гатски, Специале 
IARSM неявная алгебраическая модель 

рейнольдсовых напряжений (Implicit 
Algebraic Reynolds Stress Model) 

KM Ким, Моин 
LES   моделирование крупных вихрей (Large 

Eddy Simulation) 
LRR   Лаундер, Рис, Роди 
LU нижняя- верхняя декомпозиция (Lower-

Upper decomposition) 
MPI Message Passing Interface 
PDF функция плотности вероятности 
RANS моделирование на базе осредненных 

уравнений Рейнольдса (Reynolds 
Averaging based Numerical  Simulations)   

RSM модель рейнольдсовых напряжений 
(Reynolds Stress Model) 

RSFM модель рейнольсового потока скаляра 
(Reynolds Scalar Flux Model) 
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RST тензор рейнольдсовых напряжений 
(Reynolds Stress Tensor) 

SJ Съерген, Йоханссон 
SGS Шуга, Гатски, Специале 
SIMPLE полуявный метод для связи уравнений 

через давление (Semi Implicit Method 
for Pressure Linked Equations) 

SIP строгая явная процедура (Strongly 
Implicit Procedure) 

SMC замыкание второго уровня (Second 
Moment Closure) 

SSG                   Специале, Саркар, Гатски 
SST перенос сдвиговых напряжений (Shear 

Stress Transport) 
UDS разностная схема «вперед» (Upwind 

Difference Scheme) 
URANS моделирование на базе нестационарных 

осредненных уравнений Рейнольдса 
(Unsteady RANS) 

WJ Валлин, Йоханссон  
WWJ Виркстром, Валлин, Йоханссон  
ZFK Зельдович-Франк-Каменецкий 
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Глава 1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 

 
Уравнения динамики сплошных сред основаны на 

универсальных законах сохранения: массы, импульса и энергии.  
 
1.1. Основные уравнения   

 
Уравнение неразрывности 

  
В дифференциальной  форме уравнение неразрывности или 

сохранения массы [4] записывается в виде 
 

                                               
N N

0i

i
I II

u
t x

ρρ ∂∂
+ =

∂ ∂
,                                     (1.1)    

                                               
где первый член описывает нестационарность потока, второй член 
представляет собой конвективный перенос.  
 Для несжимаемых жидкостей уравнение неразрывности 
записывается в виде 
  

                                                    0i

i

u
x
∂

=
∂

.                                           (1.2) 

 
Уравнение изменения количества движения 

 
 Уравнение количества движения записывается следующим 
образом 
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N N N

N
i j iji

i
j i j V

I IIIII IV

u uu p g
t x x x

ρ τρ
ρ

∂ ∂∂ ∂
+ = − + +

∂ ∂ ∂ ∂�	

,                (1.3)            

 
где первый член описывает нестационарность потока, второй- 
конвективный перенос, третий и четвертый члены- поверхностные 
силы (градиент давления и молекулярную диффузию), пятый- 
массовые силы (гравитацию).  Для ньютоновских жидкостей тензор 
напряжений по гипотезе Стокса [54] представляется в виде 
  

                                    2
3

i i к
ij ij

i j к

u u u
x x x

τ μ μ δ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
,                    (1.4) 

 
где ijδ  - символ Кронекера ( 1, 0ij iji j i jδ δ= → = ≠ → = ). 

С учетом последнего соотношения уравнение изменения 
количества движения записывается в следующем виде 

 

  2
3

i ji i i к
ij i

j i i j кj

u uu u u up g
t x x x x xx

ρρ
μ μ δ ρ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

+ = − + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
.  (1.5) 

 
Проведя ряд преобразований с уравнениями (1.2) и (1.5) 

можно получить уравнение движения в форме Навье–Стокса [1].  
Для несжимаемых жидкостей и при постоянной вязкости уравнение 
Навье–Стокса [4] записывается в виде 

 

                     
21i i i

j i
j i j j

u u upu g
t x x x x

μ
ρ ρ

∂ ∂ ∂∂
+ = − + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
.               (1.6)  

 
 Уравнения баланса энергии и пассивного скаляра 
 
 Уравнение баланса энергии записывается в виде 
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N N

N
p i p ij ii

j i j V
I III IVII

c T u c T uq S
t x x x

τ
ρ ρ
∂ ∂ ∂∂

+ = − + +
∂ ∂ ∂ ∂��	�
 ��	�


,                   (1.7) 

 
первый член описывает нестационарность потока, второй- 
конвективный перенос, третий- перенос за счет теплопроводности и  

определяется законом Фурье для переноса энергии i
i

Tq
x

λ ∂= −
∂

, 

четвертый- диссипацию энергии, пятый-  приток или убытие 
энергии за счет химических реакций, радиации и т.д. 

Для расчета течений со смешением, теплообменом или 
химическими реакциями используется также уравнение переноса 
пассивного скаляра ϕ  (температура, массовая доля), которое 
выглядит следующим образом 
  

                                     i

i i i

u D S
t x x x

ϕϕ ϕ⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂
+ = +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

.                        (1.8) 

 
 Коэффициент диффузии D  для массы записывается как 
соотношение вязкости ν  и числа Шмидта 
 

                                                   D
Sc
ν

= .                                            (1.9) 

 
Для замыкания системы к уравнениям, полученным из 

упомянутых выше законов сохранения, следует добавить 
соотношения, устанавливающие связь между свойствами жидкости. 
Примером такого соотношения может быть уравнение состояния, 
связывающее термодинамические параметры жидкости: давление, 
плотность и температуру 

 
                                                  p RTρ= .                                        (1.10) 

 
  За исключением некоторых случаев аналитическое решение 
данных уравнений невозможно, в частности, в случае 
турбулентных течений вследствие их нестационарного и 
случайного характера. Альтернативой аналитическому решению 
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являются численные методы решения уравнений. В инженерных 
расчетах наиболее часто используется подход, предложенный 
Рейнольдсом, в котором мгновенные значения параметров потока 
представляются в виде суммы осредненной величины (например, 
статистически стационарного течения по времени) и ее 
пульсационной составляющей. Вследствие применения процедуры 
осреднения появляются новые незамкнутые корреляции (так 
называемые рейнольдсовые напряжения), которые требуют 
моделирования.  
 Для описания двухфазных течений и течений с горением 
требуются дополнительные уравнения, описывающие 
вышеназванные случаи. 
 

1.2. Двухфазные течения 
 
 Двухфазные течения играют важную роль в технических 
приложениях. Большинство процессов, происходящих в камерах 
сгорания в тепловых машинах, в частности воздушно- реактивных 
двигателей, являются двухфазными (керосин–воздух).   

Для описания двухфазных течений наиболее часто 
используют два метода: дискретно–траекторный Эйлер–Лагранж 
(Euler–Lagrange) и многожидкостный  Эйлер–Эйлер (Euler–Euler). 
В первом методе рассчитываются траектории и характеристики 
индивидуальных частиц в определенные промежутки времени. Т.е. 
для частиц используется метод Лагранжа, а для жидкой фазы метод 
Эйлера. Во втором методе дискретная фаза (частицы) 
рассматривается как сплошная среда (континуум), а общее течение 
– как смесь двух или более жидкостей.   На рис. 1.1 графически 
показано различие двух методов. Слева координатные системы для 
двух фаз совмещены (Эйлер–Эйлер), справа координатная система 
для твердой фазы привязана к частице (Лагранж–Эйлер).   
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Рис. 1.1. Метод Эйлера–Эйлера (слева), метод Лагранжа–Эйлера 
(справа) для двухфазных течений 

 
 Кроме вышеперечисленного, моделирование двухфазных 
течений требует дополнительных моделей для описания 
столкновений частиц, коагуляции, распада, испарения и т.д. [12], 
[14], [49].  
 

1.3. Горение 
 
 Течения в камерах сгорания тепловых машин являются не 
только двухфазными, как было сказано выше, но и сопровождаются 
химическими реакциями (горением). В рамках данного учебного 
пособия рассмотрено только однофазное горение. Двухфазное 
горение подробно изложено в [63]. 
 Определение горения в терминах макроскопической кинетики 
дано Франк–Каменецким в одной из первых работ в этой области 
[6]:  «Горением, называется протекание химической реакции в 
условиях прогрессивного самоускорения, связанного с 
накоплением тепла или катализирующих продуктов реакции». 
Макроскопическая теория кинематики горения изучает роль  
конвекции, диффузии и теплового переноса и их влияние на 
химические процессы. Горение можно условно разделить на три 
категории: предварительно смешанное (кинетическое), 
диффузионное и частично смешанное. 
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 Химическая кинетика 
 
 Химическая кинетика как элемент моделирования горения 
предполагает, что химическая реакция происходит без учета 
эффектов течения (конвекции, диффузии). Переход реагирующих 
веществ в продукты сгорания можно упрощенно описать 
одношаговой реакцией 
 

F O PF O Pν ν ν′ ′ ′′+ = ,                                (1.11) 
 
где количество молей: F - топлива;  O - окислителя; P - продуктов 
сгорания. Однако в реальности механизм окисления топлива 
представляется сложнее и может описываться сотнями 
элементарных реакций. С учетом реальной химической системы 
для N  компонент и M  элементарных химических реакций можно 
записать следующую систему уравнений: 
 

           
1 1

N N

kj k kj k
k k
ν ν

= =

′ ′′Ψ = Ψ∑ ∑ , 1,j M= ,                  (1.12) 

 
где kΨ - символ для обозначения компоненты k  и kjν ′ , kjν ′′ - 
молярные стехиометрические коэффициенты компоненты k  в 
реакции j . Система (1.12) должна удовлетворять уравнению 
сохранения массы 
 

                                           
1

0
N

kj k
k

Wν
=

=∑ , 1,j M= ,                           (1.13) 

 
где  kj kj kjν ν ν′′ ′= −  и kW  обозначает молекулярный вес компоненты 

k . Скорость kjω
i

 образования компоненты k  в реакции j  
записывается следующим образом: 
 

                                                  kj j k kjr Wω ν=
i

,                                  (1.14) 
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где jr - скорость протекания реакции j . Общая скорость kω
i

 
образования компоненты k  записывается как сумма всех скоростей 
M  элементарных реакций: 
                                        

                                           
1 1

M m

k kj k j kj
j j

W rω ω ν
= =

= =∑ ∑
i i

.                        (1.15) 

 
 Из (1.15) и (1.13) можно записать 
 

                                          
1 1 1

N M N
k j k kj

j j k
r Wω ν

= = =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

i
.                       (1.16) 

 
 Скорость протекания реакции jr  находится как разность 
между скоростями протекания прямой и обратной реакции: 
 
                                                 , ,j f j b jr r r= − ,                                  (1.17) 
 

где , , 1

kj

N k
f j f j k

k

Yr K
W

ν
ρ

′

=
⎛ ⎞

= Π ⎜ ⎟
⎝ ⎠

; , , 1

kj

N k
b j b j k

k

Yr K
W

ν
ρ

′′

=
⎛ ⎞

= Π ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.   

Скорости прямой и обратной реакции ,f jK , ,b jK  находятся из 
закона Аррениуса 
 

                                      , ,
, , expf jn f j

f j f j
E

K A T
RT

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 .                  (1.18) 

 
В (1.18) три эмпирических параметра: предэкспоненциальный 

коэффициент ,f jA , температурный коэффициент ,f jnT  и энергия 
активации ,f jE . Скорость обратной реакции ,b jK  находится 
обычно из скорости прямой реакции и константы равновесия 
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                        1

1
0 0

, , exp

N

kj
k j ja

b j f j
S HpK K

RT R RT

ν
=

−
⎡ ⎤∑ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

,        (1.19) 

 
где ap  соответствует окружающему давлению; 0

jSΔ , 0
jHΔ - 

изменение энтропии и энтальпии во время реакции.  
 Задачей химической кинетики является нахождение наиболее 
важных компонент и реакций в уравнении (1.12), а также и 
определение эмпирических параметров в (1.18). Ряд различных 
схем решения данных задач приведен в [6]. Как упоминалось выше, 
горение делят на три вида. Рассмотрим каждый из них подробнее. 
 
 Диффузионное горение 
 
 Особенностью данного горения является то, что топливо и 
окислитель не смешиваются перед областью, где происходит 
процесс горения. Смешение реагирующих веществ является 
главным фактором, регулирующим процесс диффузионного 
горения. Горение происходит в ограниченной области, где топливо 
и окислитель находятся приблизительно в стехиометрическом 
соотношении. Вокруг этой зоны располагаются зона «богатой» 
смеси и зона «бедной» смеси».  
   В отличие от кинетического горения, которое будет 
рассмотрено ниже, диффузионное пламя не может 
распространяться против течения. Кроме этого, к диффузионному 
пламени нельзя применить определение «толщины» пламени. 
Диффузионное горение широко применяется в технике, например в 
дизельных двигателях.  Устройства с диффузионным горением 
проще проектировать, они также являются более безопасными. 
Однако эффективность такого горения ниже по сравнению с 
кинетическим горением, так как смешение или скорость смешения 
ограничивает скорость, с которой могут происходить химические 
реакции. В современных стационарных газотурбинных установках 
такое горение применяется в основном для стабилизации основного 
пламени на режиме запуска. 
 Главным недостатком диффузионного горения является 
невозможность управления температурой горения и, 
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соответственно, выбросами xNO . Топливо может быть смешано с 
азотом или выхлопными газами, но максимальная температура 
горения всегда сохраняется в зоне стехиометрического смешения, 
где и формируется  в основном xNO .  
 Простейшая модель диффузионного горения основана на 
введении так называемой массовой доли (mixture fraction), 
записываемой в следующем виде: 
 

                                              ,

, ,

O

F O

z z
z z
α α

α α
ξ

−
=

−
,                                  (1.20) 

  
где zα  обозначает массовую долю элемента α . 
 Для массовой доли решается уравнение баланса, аналогичное 
уравнению для скаляра (1.19), без источникового члена: 
 

                                     i

i i i

u
t x x xξ

ρ ξρξ ξ⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂
+ = Γ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

.                       (1.21) 

 
 Простейшее описание диффузионного горения, 
представленного выше, было предложено Швабом и Зельдовичем 
[6]. Такой подход позволяет описать полную структуру 
диффузионного пламени с помощью только одной переменной.  
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Рис. 1.2. Одномерное описание диффузионного горения 
 
На рис. 1.2 представлена идеализированная одномерная 

структура диффузионного горения в значении одной переменной. В 
этом случае концентрация компонент, температура и плотность 
является функцией массовой доли: ( )k kY Y ξ= , ( )T T ξ= , ( )ρ ρ ξ= , 
в то время как массовая доля является функцией от времени и 
координат в пространстве ( ), it xξ ξ= . Для нахождения первых трех 
функций используется ряд различных моделей химической 
кинетики [6], [63].  Более детально моделирование диффузионного 
горения описано в [6]. 
  
 Кинетическое горение 
 
 В отличие от диффузионного горения, при кинетическом 
горении топливо и окислитель уже смешаны, перед тем как попасть 
в зону горения, поэтому иногда его называют предварительно 
смешанным горением. Схематически это показано на рис. 1.3 для 
идеализированного одномерного горения. Впервые такое 
представление было введено Зельдовичем и Франк-Каменецким [6]. 
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Характерно увеличение температуры газа T  вдоль оси x  от 
минимального значения 0T  (реагенты) до максимальной 
температуры maxT . Фронт пламени, определенный как зона 
значительного изменения температуры, состоит из двух основных 
частей: предварительная зона, где диффузия тепла и масс наиболее 
интенсивна, пока химические реакции еще не начаты, и зона 
реакций, где скорость реакций резко возрастает, а потом падает; в 
этой зоне химические процессы превалируют над диффузионными. 
 

 
 

Рис. 1.3. Одномерное описание кинетического горения 
 
 После зоны реакции расположена зона догорания с 
незначительным образованием тепла и включающая в себя только 
медленные реакции, происходящие при высокой температуре, 
достигнутой в зоне реакций. 
 Ниже изложены основные принципы, сформулированные 
Зельдовичем, Франк-Каменецким и Карманом (ZFK) для описания 
кинетического горения: 
 - зона реакций расположена в зоне высоких температур и 
имеет температуру близкую к  maxT ; 
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 - толщина зоны реакций lδ  приблизительно на порядок 
меньше толщины фронта пламени fl ; 
 - фронт пламени распространяется в направлении реагентов со 
скоростью s

G
. Эта скорость пропорциональна квадратному корню 

скорости реакции (1.18) при maxT T=  и термической диффузии [6] 
 

                                          
2

max
~ exp

p

Es
c RT
λ
ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

G
.                         (1.22) 

 
Данное уравнение показывает природу распространения пламени, 
его связь с  кинетикой выделения тепла и с переносом тепла из 
горячих слоев в холодные; 
 - максимальная температура горения maxT  равна 
адиабатической температуре химических реакций и может быть 
определена независимо от теории распространения пламени из 
термодинамического равновесия. 
  
 Частично смешанное горение 
 
 Во многих камерах сгорания условия течения таковы, что 
горение невозможно классифицировать ни как диффузионное, ни 
как кинетическое в чистом виде. Такое смешанное горение 
называется частично смешанным. Петерс в [40] определил его так:  
«… если топливо и окислитель входят раздельно, но частично 
перемешиваются вследствие турбулентности перед горением, 
турбулентное пламя распространяется через многослойное 
смешение. Такой тип горения традиционно называют частично 
смешанным горением…».    
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Рис. 1.4. Пример смешанного горения 
 

На рис. 1.4 схематично приведен один из примеров частично 
смешанного горения – так называемое струйное горение или 
тройное горение. Из центрального сопла подается топливо, 
снаружи подсасывается воздух. На границе стехиометрического 
смешения происходит диффузионное горение. При достаточно 
высоких скоростях истечения топлива из сопла возможно 
растяжение, а потом и разрушение структуры диффузионного 
горения. В этой области реагенты смешиваются друг с другом без 
горения и пламя стабилизируется («сдувается») ниже по течению 
струи. Стабилизация пламени происходит в точках, где скорость 
течения и скорость кинетического горения находится в равновесии 
и характеризуется длиной «отрыва». Таким образом, одновременно 
около этих точек образуется три зоны: диффузионного горения, 
«бедного» кинетического горения, «богатого» кинетического 
горения.   

Процессы горения, протекающие в реальных камерах 
сгорания газотурбинных двигателей, являются более сложными, 
чем приведенные выше. В настоящее время пока нет полного 
понимания процессов, происходящих при турбулентном горении в 
сложных конфигурациях. 
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1.4. Турбулентность 
 
 Большинство ньютоновских течений, представляющих 
интерес в технических приложениях, являются турбулентными. 
Питер Брэдшоу во вступлении книги «Турбулентность» написал: 
«один неоспоримый факт о турбулентности это то, что 
турбулентность наиболее сложное из движений жидкости».  
 Следуя Рейнольдсу, возможно охарактеризовать состояние 
течения числом Рейнольдса, определяемым по следующей 
формуле: 
 

                                   0 0Re l u
ν
⋅

= .                                      (1.23) 

 
Здесь 0l - характерная длина; 0u - характерная скорость; ν - 
коэффициент кинематической вязкости.  Число Рейнольдса 
характеризует соотношение между инерционными и вязкостными 
силами.  Если это соотношение мало, т. е. инерционные силы 
сравнимы с вязкостными, течение имеет упорядоченную структуру, 
представляя собой ламинарное течение. Если соотношение велико, 
т. е. инерционные силы превалируют над вязкостными, течение 
является нестабильным и  возмущения разрушают упорядоченную 
структуру, присущую ламинарному течению, приводя к 
турбулентной структуре течения. 
 Турбулентное течение можно представить как множество 
вращающихся в разные стороны и в разных плоскостях вихрей.  
Большие вихри переходят в маленькие вихри;  в свою очередь, 
маленькие вихри, размеры, которых немного превышают длину 
молекулярного пробега, рассеивают энергию в тепло посредством 
молекулярной вязкости. Этот процесс впервые был математически 
описан Колмогоровым [33] и назван энергетическим каскадом.  
Возможен и обратный процесс образования крупных вихрей из 
малых вихрей, получивший название обратный распад. На рис. 1.5 
показана генерация турбулентности в канале за решеткой. 
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Рис. 1.5. Генерация турбулентности за решеткой 
 
 Итак, турбулентному течению присущи следующие свойства: 
- случайный характер во времени и пространстве, 
- нестационарность, 
- трехмерность, 
- диссипативность, 
- вихревой характер. 
 Описание турбулентности возможно с помощью 
вероятностных законов с использованием функции плотности 
вероятности [40]. Однако в рамках данного пособия требуются 
только осредненные параметры (скорость, давление, плотность и 
т.д.) течения, поэтому в дальнейшем будут рассмотрены 
следующие методы описания турбулентности: DNS, LES, RANS и 
URANS. 
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Глава 2. МОДЕЛИРОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНЫХ 

ТЕЧЕНИЙ 
 
2.1. Прямое численное моделирование (DNS) 

 
Прямое численное моделирование (DNS) предполагает 

решение полных нестационарных уравнений Навье–Стокса и 
уравнения неразрывности. Это означает, что не требуется 
дополнительного моделирования и происходит учет всех эффектов, 
присущих течению. 

Трудности DNS заключаются в ограниченности 
компьютерных ресурсов. Количество сеточных узлов и временных 
шагов существенно превосходит современные вычислительные 
мощности. Размер ячейки должен удовлетворять колмогоровскому 
масштабу длины: 
  

                                                   

1
3 4

k
νη
ε

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                                     (2.1) 

 
а временной шаг – колмогоровскому масштабу времени:  
 

                                                  

1
2

k
ντ
ε

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                                         (2.2) 

 
Ниже, в табл. 2.1, показана зависимость времени расчета от 

числа Рейнольдса для канала [38]. 
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Табл. 2.1.
Время расчета турбулентного течения в канале с DNS при 

различных числах Рейнольдса. 
 

Re 5⋅103 5⋅104 5⋅105 5⋅106 5⋅108 
200 
Mflop/s 

68 дн. 444 дн. 610 лет ∞ ∞ 

1 Tflops/s 13 дн. 88 дн. 122 года ∞ ∞ 
 
 Очевидно, что DNS позволяет получать результаты при 
современном развитии вычислительной техники только при малых 
числах Рейнольдса. С практической точки зрения, статистика, 
полученная с DNS, может быть использована для тестирования и 
калибровки моделей, базирующихся на осредненных уравнениях 
Рейнольдса. 
 

2.2. Моделирование крупных вихрей (LES) 
 
 При моделировании крупных вихрей крупные вихри 
рассчитываются, а мельчайшие вихри подсеточного масштаба 
моделируются. Основной предпосылкой такого подхода является 
то, что наибольшие вихри несут максимум рейнольдсовых 
напряжений и должны быть рассчитаны. Мелкие же вихри 
содержат невысокие значения рейнольдсовых напряжений, кроме 
того, мелкомасштабная турбулентность близка с изотропной и 
имеет близкие к универсальным характеристики, в большей 
степени подающиеся моделированию.  
 Так как LES включает моделирование мельчайших вихрей, 
характерные размеры ячеек могут быть намного больше, чем 
колмогоровский масштаб длины, а временные шаги могут быть 
выбраны гораздо большими, чем они возможны в DNS. Таким 
образом, требования к вычислительным ресурсам LES гораздо 
ниже, чем DNS. С бурным развитием вычислительной техники 
сфера применения LES значительно возросла. Существует мнение, 
что LES в ближайшее время вытеснит RANS. Такая точка зрения 
является довольно спорной. До сих пор в LES не решена проблема 
пристеночных течений. Очевидно, что вблизи стенки вихри малы и 
анизотропны; сеточные и временные шаги, требуемые для LES, 
падают до величин, характерных для DNS. Cуществующие 
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решения, такие как анизотропные фильтры и динамические 
процедуры, пока не дают удовлетворительных результатов. Одним 
из решений данной проблемы является комбинирование LES и 
RANS – так называемое изолированное или присоединенное LES-
DES. В DES в пристеночной зоне используется RANS, а далее 
используется LES. Но и здесь существуют проблемы, например, 
сшивание зон, т.е. передача информации между зонами. Несмотря 
на существующие проблемы моделирование крупных вихрей 
является перспективным направлением в исследовании 
турбулентных течений в настоящее время.  
 

2.3. Моделирование на базе осредненных уравнений 
Рейнольдса (RANS) 
 
 Для технических приложений более оправданным является 
метод, базирующийся на решении осредненных уравнений 
Рейнольдса. 
 В этом случае мгновенные значения гидродинамических 
параметров представляются в виде суммы осредненной величины φ  
и ее пульсационной составляющей φ′: 
 
                                      ( ) ( ) ( ),,i i ix t x t x tφ φ φ′= + .                             (2.3) 
 
В интегральной форме осреднение по времени можно записать так: 
  

                                        ( ) ( )
0

1lim ,
t

i it
x t dt

t
φ χ φ

→∞
= ∫ .                            (2.4)              

 
На рис. 2.1 приведен пример для скорости при стационарном и 

нестационарном течении. 
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Рис. 2.1. Осреднение для: (а) – стационарного течения; (б) –

нестационарного течения 
 
 Применяя данное осреднение, возможно, получить 
осредненные уравнения сохранения массы, импульса и скаляра 
(энергии) [62]. 

Для несжимаемой жидкости они записываются в следующем 
виде: 

 

                                                   0i
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u
x

∂
=

∂
;                                            (2.5)          
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⎛ ⎞′ ′∂ ∂∂∂ ∂ ∂
+ = − − + +⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
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                      j j
j j j

u D u S
t x x x
φ φ φρ ρ ρ ρ ϕ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′+ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
,              (2.7)          

 
где i ju u′ ′ - составляющие тензора напряжений Рейнольдса, а ju ϕ′ ′- 
составляющие потока скаляра.      

Составляющие тензора напряжений Рейнольдса являются 
дополнительными шестью неизвестными; кроме того, добавляется 
три неизвестных в уравнении для скаляра (энергии). Таким 
образом, приведенная выше система уравнений является 
незамкнутой. Вопросы и проблемы нахождения вышеприведенных 
неизвестных рассмотрены в следующей главе. 
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 При расчете двухфазных течений методом Эйлера решаются 
дополнительно к уравнениям (2.5) - (2.7) аналогичные уравнения 
для частиц. Полученные решения суммируются. При методе 
Лагранжа учет частиц происходит добавлением источниковых 
членов в уравнения (2.5) - (2.7) и решение проходит итерациями 
между двумя фазами. 

Турбулентное течение с горением характеризуется 
значительными флуктуациями плотности. В этом случае 
осредненные уравнения, приведенные выше, будут иметь 
дополнительные неизвестные корреляции, включающие 
флуктуации плотности. Чтобы избежать этого, используют 
осреднение по плотности, предложенное Фавром в 1969 г. [62], 
записываемое следующим образом: 
 

                                                    ff ρ
ρ

= .                                          (2.8)          

 
Для скорости 
 
                                                    i iu u u′′= + ;                                      (2.9)          
 
для скаляра 
 
                                                    i iφ φ φ′′= + .                                     (2.10)   
  

Осредненные по Фавру уравнения сохранения записываются в 
следующем виде: 
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u
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;                              (2.11)          
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 Кроме проблемы замыкания осредненных уравнений (2.11) - 
(2.13), при горении важную роль играет также взаимосвязь между 
турбулентной и химической составляющей горения (turbulence- 
chemistry interaction). Для решения скалярного уравнения (2.13) 
требуется найти значение источникового члена  φω .  Учитывая 
нелинейный характер отношений между мгновенными скоростями 
реакций, температурой и химическими компонентами в уравнениях 
(1.14) - (1.19) (глава 1),  значение химического источникового члена 
нельзя однозначно записать в виде функции значений скаляров: 
 
                                                ( ),T Yφ αω ω≠ ,                            (2.14) 
 
так же, как и для плотности 
 
                                                ( ),T Yαρ ρ≠ .                            (2.15) 
 
 Источниковый член, учитывающий турбулентность, можно 
найти, используя функцию плотности вероятности (PDF), 
записываемой в общем виде как 
 

                                         ( ) ( )P dϕψ ψ ϕ ϕ ϕ
+∞

−∞

= ∫ ,                            (2.16) 

 
где ψ – переменная, зависящая нелинейно от ϕ , например скорость 
реакции от температуры; ( )Pϕ ϕ – функция плотности вероятности. 
Имея зависимость ( )ψ ϕ  и функцию плотности вероятности ( )Pϕ ϕ , 
не составляет труда найти значение ψ  простым интегрированием 
(2.16). Однако функция плотности вероятности является 
неизвестной и требует моделирования. Для ее нахождения 
возможно использовать уравнение переноса [35], что сопряжено с 
аналогичными проблемами замыкания, как и осредненные 
уравнения Рейнольдса. Прямое же решение, так называемый метод 
Монте-Карло требует значительных компьютерных ресурсов. 
Другим путем нахождения функции плотности вероятности 
является предположение о ее форме. В качестве распределения 
плотности вероятности обычно используется β  функция, реже 
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функция Гаусса [35]. Подробно о взаимосвязи турбулентной и 
химической составляющих горения, в частности, о моделировании 
функции плотности вероятности для горения изложено в работах 
[6], [40], [63]. 

 
2.3.1. Предположение Буссинеска 

 
 Модели турбулентности, используемые в инженерных 
приложениях в настоящее время, основаны на концепции  вязкости 
и турбулентной диффузии. В 1877 г. Буссинеск [13] выдвинул 
предположение, что рейнольдсовы напряжения могут быть связаны 
со скоростью средней деформации через турбулентную вязкость. 
Для тензора рейнольдсовых напряжений это дает 
 

                                       2
3

ji
i j t i

j i

uuu u k
x x

ν δ
⎛ ⎞∂∂′ ′− = + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

.                 (2.17) 

 
 Данное уравнение не вводит модели турбулентности, а только 
характеризует структуру такой модели. При этом основной задачей 
является задание функции турбулентной вязкости tν . В отличие от 
коэффициента молекулярной вязкости ν , коэффициент tν  
определяется состоянием турбулентного течения и не связан со 
свойствами жидкости. Значение tν  может значительно изменяться 
от точки к точке в пространстве, в зависимости от характера 
течения. Согласно предположению Буссинеска, перенос количества 
движения происходит аналогично переносу за счет молекулярного 
движения.  
 По аналогии с кинетической теорией газов можно ожидать, 
что турбулентная вязкость с достаточной точностью 
представляется в виде 
 
                                                     t tu lν ≈ ,                                        (2.18) 
 
где tu - характерная пульсационная составляющая скорости; l - 
характерный линейный масштаб турбулентности. Проблема 
состоит в оценке и определении tu  и l . 
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 Понятие турбулентной вязкости имеет ряд недостатков. 
Предположение об изотропности турбулентной вязкости неверно 
во многих сложных течениях, таких, как закрученные потоки, 
вторичные течения в квадратном канале и т.д. Иногда наряду с 
тензором рейнольдсовых напряжений используется тензор 
анизотропии: 
 

                                               2
3

i j
ij ij

u u
a

k
δ

′ ′
= − .                                (2.19) 

 
Как следует из гипотезы Буссинеска, тензор анизотропии 

рейнольдсовых напряжений пропорционален тензору скоростей 
деформации осредненного течения: 
 

                                        2 jt i
ij

j i

uua
k x x
ν ⎛ ⎞∂∂

= − ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 .                         (2.20) 

 
Вышеизложенное предположение не выполняется даже во 

многих простых течениях, например течение в трубе, вращающейся 
вокруг своей оси, не говоря уже о более сложных течениях. С 
другой стороны, во многих случаях, особенно при анализе течений, 
в которых основное влияние на осредненное движение оказывает 
лишь одна из компонент тензора рейнольдсовых напряжений – 
напряжение сдвига xyτ , нарушение гипотезы Буссинеска не 
приводит к заметным погрешностям. 
 Более сложным подходом к решению проблемы замыкания 
является использование различных нелинейных соотношений 
между тензором анизотропии ija , тензором скоростей деформации 

ijS  и составляющими вектора завихренности ijΩ , 
характеризующего кинематику осредненного движения, что будет 
рассмотрено в главе 2.3.5. 
  
 2.3.2. Алгебраические модели 
 

Наиболее простыми моделями, определяющими 
турбулентную вязкость tν , являются алгебраические модели, в 
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которых связь между турбулентной вязкостью и параметрами 
осредненного потока задается алгебраическими соотношениями. 
 Алгебраическая модель для описания распределения tν  
впервые была предложена Прандтлем в 1925 г. и известна как 
модель смешения [62]. 
 Модель Прандтля записывается в виде 
 

                                                 2 x
t m

vl
x

ν
∂

=
∂

,                                     (2.21) 

 
где ml - длина пути смешения, определяемая эмпирически. 
 В пограничном слое полагают, что  
 
                                                     ml кy= ,                                         (2.22) 

 
где 0.39к ≈ - число Кармана; y - расстояние от стенки. 
 Популярными алгебраическими моделями являются: 
двухслойные модели Себеси–Смит [48], Балдвин–Ломакс [11], 
модель с половинным уравнением Джонсон–Кинг [27] и т.д. 
 Оценка применимости алгебраических моделей 
турбулентности детально обсуждена в работе Вилкокса [62]  
 К достоинствам алгебраических моделей можно отнести: 
скорость вычислений, простоту калибровки и модификаций с 
учетом специфики рассматриваемых течений. Однако очевидна и 
узкая специализация этих моделей, поскольку они опираются на 
эмпирическую информацию о структуре исследуемых течений; 
кроме этого, алгебраические модели предполагают локальное 
равновесие моделируемой турбулентности. Это означает, что в 
каждой точке пространства наблюдается баланс генерации и 
диссипации турбулентной энергии, на который не влияют ни 
перенос из соседних точек, ни предыдущее развитие процесса. 
Таким образом, алгебраические модели неприменимы в случаях с 
доминирующим влиянием конвективного и диффузионного 
переноса турбулентности или когда доминирующую роль играет 
предыстория процесса. Кроме того, большие трудности для 
сложных типов течений представляет задание распределений 
длины смешения. 
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 2.3.3. Модели с одним дифференциальным уравнением  
 

Чтобы преодолеть ограниченность гипотезы пути смешения и 
алгебраических моделей вообще, были разработаны модели 
турбулентности, позволяющие учитывать влияние нелокальных 
эффектов (эффектов переноса) путем решения дифференциального 
уравнения для tu  или l . С физической точки зрения, для величины 

tu  наиболее подходящим оказывается масштаб k , где k  - 
кинетическая энергия турбулентных пульсаций. Если такой 
масштаб использовать для определения турбулентной вязкости в 
(2.18), то получается выражение Колмогорова–Прандтля:  
 
                                                 *

t C k Lμν = ,                                    (2.23) 
 
где Cμ

∗ - эмпирическая функция местного турбулентного числа 
Рейнольдса. Для масштаба энергии турбулентных пульсаций 
записывается уравнение переноса, модельный вид которого 
 

 

3
2j jt i

j t D
j j k j i j i

u uuk k k ku C
t x x x x x x L

ν
ν ν

δ

⎡ ⎤ ⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ = + + + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠

, (2.24) 

 
где Cμ

∗ , DC , kδ - модельные константы. Значение линейного 
масштаба L  определяется из простых эмпирических соотношений 
аналогично для пути смешения.  

Существуют аналогичные модели с одним уравнением, где 
используются уравнения переноса для турбулентного трения, 
(Брэдшоу, Феррис, Атвел [15]), для турбулентной вязкости (Ни, 
Коважная [39]) и ряд других моделей [62]. 

Модели с одним дифференциальным уравнением обладают 
большей универсальностью к описанию турбулентных течений с 
учетом сжимаемости, переходных явлений, кривизны и отрыва 
потока, однако объектами их применения, как правило, являются 
простые конфигурации потоков. Как и в случае алгебраических 
моделей, в моделях с одним дифференциальным уравнением 
сильна привязка к калибровочным типам течений. Снять указанные 
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ограничения можно, например, при определении масштаба 
турбулентности введением независимой переменной, т.е. решением 
дополнительного уравнения переноса. 
 

2.3.4. Модели с двумя дифференциальными уравнениями 
 

Более универсальными моделями в инженерных расчетах 
турбулентных потоков являются модели с двумя 
дифференциальными уравнениями. Первая такая модель была 
предложена Колмогоровым (1942) [33]. Эта модель содержит 
уравнение переноса кинетической энергии турбулентности k  и 
удельной скорости диссипации энергии ω .  

 
k -ω  модель 
 

 Ниже приведена одна из распространенных моделей k -ω  
типа, предложенная Вилкоксом [62]: 
  

         ( )* *i
j ij t

j j j j

k k u ku k
t x x x x

ρ ρ τ ρβ ω μ σ μ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = − + +⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

;  (2.25) 

                     ( )2i
j ij t

j j j j

uu
t x k x x x
ω ω ω ωρ ρ α τ βω μ σμ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + +⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
;       (2.26) 

                                                 t
kμ ρ
ω

= ;                                          (2.27) 

                           2
3

ji
ij i j t ij

j i

u uu u k
x x

τ ρ ρμ ρ δ
⎛ ⎞∂ ∂′ ′= − = − −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

.              (2.28) 

 
Модельные константы: 

 
* *9 /100; 3 / 40; 5 / 9; 1/ 2; 1/ 2β β α σ σ= = = = = . 

 
k -ε  модель 

 
 Наиболее популярной моделью с двумя дифференциальными 
уравнениями является k -ε  модель, предложенная Чоу (1945) [17] и 
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получившая дальнейшее развитие в исследованиях Лаундера – 
Джонса (1972) [26]. 
 

                 i t
j ij

j j j k j

k k u ku
t x x x x

μ
ρ ρ τ ρε μ

σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

;   (2.29) 

                     
2

1 2
i t

j ij
j j j j

uu c c
t x k x k x xε ε

ε

με ε ε ε ερ ρ τ μ
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

;    (2.30) 

                                              
2

t
kCμμ ρ
ε

= ;                                       (2.31) 

                            2
3

ji
ij i j t ij

j i

u uu u k
x x

τ ρ ρμ ρ δ
⎛ ⎞∂ ∂′ ′= − = − −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

.              (2.32) 

 
Модельные константы: 
 

1 21.44; 1.92; 0.09; 1.0; 1.3kc c Cε ε μ εσ σ= = = = = . 
 
Двухслойная модель Ментера 

 
 Модели турбулентности типа k ε−   лучше описывают 
свойства сдвиговых течений, а модели типа k ω−  имеют 
преимущества при моделировании пристеночных функций.  

Основываясь на этом, Ментер (1993) предложил модель [37], 
сочетающую в себе указанные сильные стороны k ε−  и k ω−  
моделей. Для этого k ε−  модель переформулируется в терминах k  
и ω , а затем в полученные модельные уравнения вводится весовая 
функция 1F , обеспечивающая плавный переход от k ω−  модели в 
пристеночной области к k ε−  модели вдали от стенки. Таким 
образом, модель Ментера записывается путем суперпозиции 
моделей k ω−  и k ε− , помноженных соответственно на весовую 
функцию 1F  и ( )11 F− . Функция 1F  конструируется таким образом, 
чтобы быть равной единице на верхней границе пограничного слоя 
и стремится к нулю при приближении к стенке. Кроме того, Ментер 
видоизменил стандартную связь между k , ε  и турбулентной 
вязкостью tμ . В эту связь был введен специальный ограничитель 
(SST), обеспечивающий переход от нее к известной формуле 



 40

Брэдшоу [15], согласно которой турбулентное напряжение 
пропорционально кинетической энергии турбулентности 

0.31i ju u k′ ′ = . Этот прием, получивший название SST (shear stress 
transport), в дальнейшем широко применялся и в других моделях 
турбулентности с двумя уравнениями, например Чена [16]. 

Ниже представлена базовая двухслойная модель Ментера: 

          ( )*i
j ij k t

j j j j

k k u ku k
t x x x x

ρ ρ τ β ρ ω μ σ μ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = − + +⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

; (2.33)               

                 
( )2

1 2
12(1 ) ;

i
j ij t

j j j j

j j

uu
t x k x x x

kF
x x

ω

ω

ω ω ω ωρ ρ γ τ βρω μ σ μ

ωρσ
ω

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + + +⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∂ ∂

+ −
∂ ∂

  (2.34)                 

                                                    t
kμ ρ
ω

= ;                                       (2.35) 

                               2
3

ji
ij i j t ij

j i

u uu u k
x x

τ ρ ρμ ρ δ
⎛ ⎞∂ ∂′ ′= − = + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

.          (2.36) 

Обозначая обобщенным параметром 1φ  набор констант 
оригинальной модели k ω−  с индексами 1 и соответственно 2φ  
аналогичный набор констант трансформированной k ε−  модели, 
получаем 

 
                                 ( )1 1 1 21F Fφ φ φ= + − .                                (2.37) 
Используются следующие константы. 
1. Модельные константы  k ω−  модели (Вилкокс): 

 
*

1 1 10.09; 0.075; 0.5; 0.5;k ωβ β σ σ= = = =  
* 2 *

1 1 10.41; / /ωκ γ β β σ κ β= = − . 
 

2. Модельные константы стандартной k ε−  модели:   
 

*
2 2 20.09; 0.0828; 1; 0.856;k ωβ β σ σ= = = =  

* 2 *
2 2 20.41; / /ωκ γ β β σ κ β= = − . 
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 Весовая функция определяется следующим образом: 
 

                         2
1 * 2 2

4500arg min max ; ;
k

kk
y y CD y

ω

ω

ρσυ
β ω ω

⎡ ⎤⎛ ⎞
= ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
;           (2.38) 

                              20
2

1max 2 ,10k
j j

kCD
x xω ω

ωρσ
ω

−
⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬∂ ∂ ⎪⎪ ⎭⎩

;           (2.39) 

                                               4
1 1tanh(arg )F = .                                  (2.40) 

 
 Согласно предложению Брэдшоу, напряжение сдвига в 
пограничном слое пропорционально кинетической энергии  
 

                                            1a kτ ρ=                                        (2.41) 
 
с постоянной 1a  [15]. С другой стороны, в моделях с двумя 
уравнениями напряжение сдвига рассчитывается следующим 
образом:  
 

                                            tHτ = Ω ,                                       (2.42) 
 

где u
y

∂
Ω =

∂
. 

 Чтобы удовлетворить уравнению Брэдшоу в рамках 
концепции вихревой вязкости, коэффициент турбулентной вязкости  
переопределяют следующим образом:  

 

                                             1
t

a kν =
Ω

.                                       (2.43) 

 
 Чтобы расширить формулировку вихревой вязкости, 
приспособленную для свободных сдвиговых слоев для случаев, где 
предложение Брэдшоу не обязательно применимо, сделана 
модификация SST- модели для ограниченных стенками потоков. 
Для этого применяется  смесительная функция 2F : 
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( )

1

1 1 2maxt
a k
a w F

ν =
Ω

,                            (2.44) 

 
где  2F  определяется подобно (2.40). 
 

                                     ( )2
2 2tanh argF = ;                                 (2.45) 

                         2 2
500arg max 2 / 0,09 ;k y
y
νω
ω

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
.                 (2.46) 

 
Новые константы во внутреннем слое: 
 

         *
1 1 10.09; 0.075; 0.85; 0.5;k ωβ β σ σ= = = =  

* 2 *
1 1 1 10.41; / / ; 0.31aωκ γ β β σ κ β= = − = . 

 
Во внешнем слое константы не менялись. 
Так как модели с двумя дифферинциальными уравнениями 

базируются на предположении Буссинеска, им присущи такие же 
недостатки. Попытки обойти эти ограничения, накладываемые 
предположением Буссинеска, приведены в следующей главе. 
 

2.3.5. Нелинейные модели 
 
 Одним из способов преодолеть недостатки моделей, 
базирующихся на предположении Буссинеска, является введение 
нелинейных членов в уравнение Буссинеска. Впервые такой подход 
был предложен Поупом [41], в дальнейшем он получил развитие в 
работах Специале [53]. 
 Обычно в нелинейных моделях используют тензор 
анизотропии рейнольдсовых напряжений вместо обычного тензора 
рейнольдсовых напряжений ija . Кроме этого, в нелинейных 
моделях используются тензор деформации скоростей 

1
2

ji
ij

j i

uuS
x x

⎛ ⎞∂∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 и тензор завихренности 1
2

ji
ij

j i

uu
x x

⎛ ⎞∂∂
Ω = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

. 

Ниже представлена нелинейная модель Крафт, Лаундер, Шуга 
(CLS) [18]. 
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Тензор анизотропии рейнольдсовых напряжений вычисляется 
следующим образом 

 

( )

( )

2 2
1 2 3

2 2 2 2
4 52 2

6 72 2

1 1
3 3

2
3

. (2.47)

t t t t
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a S c S II I c S S c II I
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k kc S S c S S IVI

k kc S S S c S

ν ν ν ν
ε ε ε

ν ν
ε ε
ν ν
ε ε

Ω
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − + Ω −Ω + Ω − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ Ω −Ω + Ω −Ω − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ + Ω Ω

 
Постоянный коэффициент в линейных моделях μc  вычисляется 

по следующей формуле: 
                                  

( )( ) ( )( )1.5
0.3 0.361 exp

exp 0.75max ,1 0.35 max ,
c

SS
μ

⎛ ⎞⎡ ⎤−
= −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟− Ω⎢ ⎥+ Ω ⎣ ⎦⎝ ⎠

. (2.48) 

 
Модельные константы: 
 

2 2 2
1 2 3 4 5 6 70.1, 0.1, 0.26, 10 , 0, 5 , 5c c c c c c c c c cμ μ μ= − = = = − = = − = . 

 
 Аналогичной является нелинейная квадратичная модель 
Гибсон, Лаундер (GL) [23], более применимая для двухмерных 
течений. 

Здесь тензор анизотропии находится по следующей формуле: 
 

( )
2 2

2
1 2 3

1
3

t t
s

ka c S c S S c S II Iμ μ μ
ν ν

β β β
ε ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − Ω −Ω + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
,(2.49) 

 
где 

  

                                   
( )

( )
2

1
2 2 2

3 1

3 6 1
cμ

β η

η ξ η

+
=

+ + +
;                        (2.50) 

                               ( ) ( )222 2
2 3/ 2, /8Sξ β η β= Ω = .                    (2.51)  
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Модельные константы: 
 

1 2 32 / 21, 1/ 7, 2 / 7β β β= = = . 
 
 Вышеперечисленные нелинейные модели, хотя и позволяют 
устранить ряд недостатков, присущих предположению Буссинеска, 
обладают сами таким существенным недостатком, как большое 
количество модельных констант. Например, CLS модель содержит 
7 модельных констант, которые найдены экспериментально. 
Зависимость от модельных констант создает некоторую привязку к 
одному или нескольким видам течений. Избежать привязки к 
константам возможно использованием дополнительного уравнения. 
 

Явная алгебраическая модель рейнольдсовых напряжений 
(EARSM) 
 
 Отличие алгебраических моделей рейнольдсовых напряжений 
состоит в том, что для нахождения модельных коэффициентов при 
нелинейных членах используется транспортное уравнение переноса 
рейнольдсовых напряжений, сведенное к алгебраическому 
уравнению. 
 Ниже представлена полная форма транспортного уравнения 
рейнольдсовых напряжений  
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i j k i j i i
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δ δ ν
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′ ′ ′ ′∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂′ ′ ′ ′+ = − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎡ ⎤′ ′ ⎛ ⎞∂′ ∂∂ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− + + − + + −⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ∂∂
−

∂ ∂
. (2.52)

VI

⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Здесь первый член описывает нестационарность течения; второй- 
перенос рейнольдсовых напряжений за счет конвекции; третий- 
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генерацию рейнольдсовых напряжений; четвертый- перенос за счет 
диффузии; пятый член- перекрестный член давления; шестой- 
перенос за счет диссипации. 
 Аналогично можно записать уравнение переноса для тензора 
анизотропии: 
                                                  

          
1

,

ij i j l i j i jl

l

ij ij ij
ij

Da u u u u u u ukuk P
t x k x k

P
C

ε ε ε

ε φ
ε ε ε

⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂∂ ⎛ ⎞− − = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

− + +

        (2.53) 

 
где первый член представляет собой перенос за счет конвекции и 
описывает нестационарность; второй- перенос за счет диффузии; 
третий и четвертый- генерацию анизотропии рейнольдсовых 

напряжений ( ' ' ' 'i i
ij i k j k

k k

u uP u u u u
x x
∂ ∂

= − −
∂ ∂

, / 2ijP P= ); четвертый- 

перенос за счет диссипации; пятый- перекрестный член давления;  
шестой описывает  кориолисовы силы. 
 Многие неоднородные течения, представляющие инженерный 
интерес, являются стационарными и удовлетворяют локальному 
равновесию тензора рейнольдсовых напряжений. В этом случае 
можно пренебречь конвекционным и диффузионным членами. Это 
и является основной идеей моделирования ARSM. В 
математической форме это записывается в виде 
                                                  

                             0ij i j l i j l

l

Da u u u u u kuk
t x k xε ε

⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′∂ ∂∂
− − =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

.                 (2.54) 

Таким образом, в ARSM предположение об изотропности tμ  в 
моделях, использующих предположение Буссинеска, заменяется на 
предположение о локальном равновесии i ju u′ ′ , достоверность 
которого вполне очевидна для значительного числа течений. 
Однако ARSM включает эффекты вращения, кривизну линий и 
трехмерность течений.  
 С учетом вышеизложенного неявная алгебраическая форма 
уравнения записывается в виде 
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                                   1i j ij ij ij
ij

u u PP C
k

ε φ
ε ε ε ε

′ ′ ⎛ ⎞− = − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                 (2.55) 

 
Член генерации ijP , / 2ijP P=  и кориолисовы силы ijC  не 

требуют моделирования, так как могут быть найдены 
непосредственно из тензора рейнольдсовых напряжений. Однако 
тензор скоростей диссипации ijε  и перераспределения давлений ijφ  
требуют моделирования. Моделирование этих членов изложено в 
следующей главе. 
 Подставляя уже смоделированные члены, можно получить 
следующую неявную форму: 
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    (2.56) 

или

( )3 4 1 2
2 .
3ij ij ik kj ik kj ik kj ik kj ij ik ki

PA A a A S a a A a S S a a Sδ
ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = − + Ω −Ω − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Здесь 
( )

( )12
1 2 3 4

2 2 2 2

11 15 988 11, , ,
11 7 1 7 1 7 1 7 1

CCA A A A
C C C C

−−
= = = =

+ + + +
- 

модельные коэффициенты. 
 Значения модельных коэффициентов для некоторых моделей 
приведены в табл. 2.2.  

Табл. 2.2.
Модельные константы для различных EARSM 

 
 1A  2A  3A  4A  
WJ, [60] 1.20 0 1.80 2.25 
LRR, [34] 1.54 0.37 1.45 2.89 
SSG, [53] 1.22 0.47 0.88 2.37 
GS, [23] 1.22 0.47 5.36 1.68 
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  Решение неявной формы представляет значительные 
численные трудности вследствие отсутствия диффузионного члена 
в уравнении переноса для рейнольдсовых напряжений, поэтому для 
решения этой проблемы  используют явную алгебраическую 
форму. Наиболее общая форма ija  в терминах ijS  и ijΩ  
записывается в виде десяти тензорно–независимых групп, в 
которых все комбинации тензоров более высокого порядка могут 
быть сокращены по теореме Кайли–Гамильтона. Различные 
способы сокращения количества тензоральных групп приведены в 
работах [52], [60], [65]. Согласно [60] тензор анизотропии 
рейнольдсовых напряжений записывается в виде: 
 

 

( )

( )

( )
( ) ( )

2 2
1 2 3 4

2 2 2 2
5 6

2 2 2 2 2 2 2
7 8

2 2 2 2 2 2
9 10

1 1
3 3

2
3

2
3

.

sa S S II I II I S S

S S S S IVI

S S VI S S S S

S S S S

β β β β

β β

β β

β β

Ω
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + Ω − + Ω −Ω +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ Ω −Ω + Ω −Ω − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+ Ω +Ω − + Ω − Ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ Ω Ω −Ω Ω + Ω Ω −Ω Ω

   (2.57) 

 

Здесь 
2

ji
ij

j i

uuS
x x

τ ⎛ ⎞∂∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

, 
2

uu ji
ij x xj i

τ ⎛ ⎞∂∂⎜ ⎟Ω = −
∂ ∂⎜ ⎟

⎝ ⎠
 нормированы через 

турбулентный масштаб времени kτ
ε

=  и для упрощения 

используются следующие обозначения: ija a= , ijS S= , ijΩ = Ω . 
 Коэффициенты iβ  - функции пяти независимых инвариантов 
S  и Ω : 
 

                        

2 2

3 2

2 2

, ,

, ,

.

s ij ij ij ji

ij jk ki ij jk ki

ij jk kj jk

II S S S II

III S S S S IV S S

V S S S

Ω= = = Ω = Ω Ω

= = = Ω = Ω Ω

= Ω = Ω Ω

             (2.58) 
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Решая совместно уравнения (2.56) и (2.57) можно найти 
неизвестные коэффициенты iβ  и сам тензор анизотропии 
рейнольдсовых напряжений. 
 Решение полных уравнений рейнольдсовых напряжений 
приведено в следующей главе. 
 

2.3.6. Дифференциальные модели рейнольдсовых 
напряжений 
 

В предыдущей главе был приведен способ сведения уравнения 
переноса рейнольдсовых напряжений (2.52) к алгебраической 
форме (2.56). В моделях же рейнольдсовых напряжений это 
уравнение решается шесть раз для каждой компоненты тензора 
рейнольдсовых напряжений. 

Ниже для удобства записано уравнение для переноса 
рейнольдсовых напряжений в условной форме 

 

                            i j
ij ij ij ij ij

u u
C P D

t
ε

′ ′∂
+ = − +Π −

∂
.                 (2.59) 

 
Здесь ijC  описывает конвекцию; ijP - генерация рейнольдсовых 
напряжений; ijD - диффузия; ijΠ - член перераспределения 
давления; ijε - диссипация. Три последних члена требуют 
моделирования. 

Существует множество модельных уравнений, описывающих 
диффузию, член перераспределения давления и диссипацию. Ниже 
приведены наиболее популярные модели. 

Турбулентная диффузия ijD  может моделироваться, как в 
модели Дейли, Харлоу (DH) [19]: 

 

                              i j
i j k s k l

l

u uku u u C u u
xε

′ ′∂
′ ′ ′ ′ ′− =

∂
,                        (2.60) 

 
где эмпирическую константу sC  обычно принимают 0.22. 



 49

Моделирование члена перераспределения давления проходит 
с использованием уравнения Пуассона и делится на две части: 
«быструю» и «медленную». 

«Медленная» часть чаще всего записывается как линейная 
функция от анизотропии рейнольдсовых напряжений: 

 

                                        
( )

1
 s

ij
ijC a

φ
ε

= − ,                                  (2.61) 

 
где 1C - модельная константа. 

Для моделирования «быстрой» части наиболее часто 
используется модельное выражение, предложенное Лаундером и 
др. (Лаундер, Рис, Роди (LRR)) [34]:  

 

           

( )

( )
2

* *2

9 64 2
5 11 3

7 10 ,
11

r
ij

ij ik kj ik kj km km ij

ik kj ik kj

CS a S S a a S

C a a

φ
δ

ε
+ ⎛ ⎞= + + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
−

+ Ω −Ω

    (2.62)                

 
где 2C - модельная константа. В LRR модели приняты следующие 
модельные константы: 1 1.5C =  и 2 0.582C = −  [34].  

 Диссипацию обычно моделируют с помощью уравнения 
переноса, аналогичного уравнению, используемому в  k ε−  модели. 

 Решение уравнений переноса для компонент тензора 
рейнольдсовых напряжений позволяет учитывать большинство 
эффектов, присущих турбулентному течению, но имеет ряд 
недостатков, таких как решение семи дополнительных 
дифференциальных уравнений, что сопряжено с повышенным 
требованием компьютерных ресурсов [64] (табл. П.2), а также 
проблем, связанных со сходимостью решения. 

 
2.3.7. Моделирование процессов теплообмена и смешения 

 
Как уже упоминалось в главе 1, для расчета течений со 

смешением, теплообменом или химическими реакциями 
используется транспортное уравнение для скаляра φ .  
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 Наиболее простым способом замыкания уравнения переноса 
является предположение о пропорциональности потока скаляра 
градиенту осредненного скаляра: 
 

                                             t
j

j
u

xφ

μ φρ φ
σ

∂′ ′− =
∂

.                                 (2.63)                

 
 Более сложным является предположение о 
пропорциональности потока скаляра рейнольдсовым напряжениям, 
модель Дейли, Харлоу (DH) [19]: 
  

                                          1i t t i j
j

u C u u
x
φρ φ τ ∂′ ′ ′ ′− =

∂
.                           (2.64) 

 
Более точной является модель Ким, Моин (KM) [31], 

предполагающая более сложное отношение: 
 

                                    1
i k k j

i t t
j

u u u u
u C

k x
φρ φ τ

⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ∂′ ′− = ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠

.                    (2.65) 

 
И, наконец, модель Абе, Шуга (AS) [9], являющаяся 

комбинацией двух последних моделей: 
 

                        1 2 2
i j i k k j

i t t t
j

u u u u u u
u k C C

k xk
φρ φ τ

⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′ ′ ∂′ ′− = +⎜ ⎟
⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠

.        (2.66) 

 
Модельные константы: 
 

1 20.22, 0.22t tC C= = . 
 

Другим подходом для нахождения потока скаляра является 
решение транспортного уравнения, аналогичного уравнению 
переноса рейнольдсовых напряжений: 
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                         ( ) ( )i j i i i i i
j

u u u P D
t x φ φ φ φφ φ ε∂ ∂′ ′ ′ ′+ = +Π − +
∂ ∂

.       (2.67) 

  
Моделирование членов дифференциального уравнения для потока 
скаляра описано в [25]. 

Аналогично, как и в EARSM, возможно привести данное 
уравнение к алгебраической форме, как в модели Виркстром, 
Валлин, Йоханссон (WWJ) [61]: 
 

                              ( )41i ij j k
k

ku c B u u
xϕ
φρ φ

ε
∂′ ′ ′ ′− = − −
∂

,                 (2.68) 

 
где матрица B находится по формуле 

( ) ( )22
1

3
1 2

1
2

1 1
2 2

s sG Q I G c S c c S c
B

G GQ Q

Ω Ω
⎛ ⎞− − + Ω + + Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠=

− +
;  зависимые 

константы – по формулам 2 31sc c cφ φ= − − , 2 31c c cφ φΩ = − + ; 

параметр 1
1 12 1
2

PG c
rφ ε

⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

; параметры, получаемые из 

инвариантов: 2 2
1 s sQ c II c IIΩ Ω= + , 3 2

2
2 2
3 s s sQ c III c c IVΩ= + . 

Модельные константы: 

 
1 2 3 44.51, 0.47, 0.02, 0.08c c c cφ φ φ φ= = − = = . 

 
2.3.8. Моделирование двухфазных течений 
 
Одной из характеристик двухфазных течений является число 

Стокса, определяемое по следующей формуле: 
 

                              p

k
St

τ
τ

= ,                                          (2.69) 

 



 52

где pτ - время релаксации, характеризующее динамическую 
инерционность частиц, а kτ - временной интегральный или 
колмогоровский масштаб турбулентности. Число Стокса 
характеризует инерционность частиц по отношению к масштабу 
турбулентности. При большой инерционности частиц или при 
сильной турбулентности число Стокса стремится к бесконечности. 
В этом случае движение частиц и жидкой фазы не коррелируются, 
т.е. частицы в основном движутся хаотично из одного вихря в 
другой. С другой стороны, при низких числах Стокса движение 
частиц коррелируется с движением жидкой фазы. Время 
релаксации pτ  является функцией от числа Рейнольдса частицы 
Re p , вычисляемой по формуле 
 

                                                 Re p
p

W d

ν
= ,                                   (2.70) 

 
где W - разность скоростей между частицей и жидкой средой; pd - 
диаметр частицы. 

Другой важной характеристикой является концентрация 
частиц. Различают три вида концентраций частиц: массовую, 
объемную и счетную. Массовую и объемную концентрацию 
определяют по следующим формулам: 

 

                                           p
V

V
C

V
Σ

Σ
= ;                                     (2.71) 

                                          p
m

m
C

m
Σ

Σ
= ,                                     (2.72) 

 
где индекс pΣ  относится к объему и массе частиц; Σ  – к общему 
объему и массе. Счетная концентрация представляет собой 
количество частиц. 

 
Метод Эйлера 
 
В методе Эйлера (раздел 1.2) осредненные уравнения для 

движения и теплообмена частиц записываются аналогично 
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уравнениям для жидкой фазы (2.5-2.7). По аналогии требуется 
моделирование неизвестных корреляций скорости и температуры 
частиц, аналогичных рейнольдсовым напряжениям и переносу 
тепла в газе. Моделирование неизвестных корреляций аналогично, 
как и для жидкой среды. Расчет методом Эйлера проходит 
параллельно для двух фаз, и полученные поля суммируются. Метод 
Эйлера применяется к течениям с частицами, обладающими малой 
инерционностью (равновесные течения). Во всех других случаях в 
настоящее время используют метод Лагранжа, хорошо 
описывающий течения с малой концентрацией частиц. При 
высокой концентрации частиц и большой величине инерционности 
(неравновесные течения)  добавляются модели, учитывающие 
соударения между частицами (коллизионные модели) [49], а также 
модели, учитывающие влияние частиц на жидкую среду. 

 
Метод Лагранжа 
 
В методе Лагранжа записываются уравнения движения для 

одиночной частицы. 
Уравнение  изменения координат 

 

                                                       p
p

d x
u

dt
= .                                  (2.73) 

 
Уравнение сил, которое представляет сумму сил, 

действующих на частицу 
 

              ...p
A g vm Sa M Pp

du
m F F F F F F

dt
= + + + + + + ,    (2.74) 

 
где AF - сила аэродинамического сопротивления; gF - сила 
тяжести; vmF -  виртуальная массовая сила; SaF - сила Сэфмена; 

MF - сила Магнуса; PF - сила вследствие градиента давления. 
Кроме этого могут быть добавлены члены, учитывающие 
электрические, магнитные и другие силы. 
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Уравнение вращения 
 

                                               p
p i

d
I T

dt
ω

=∑ ,                                  (2.75) 

 
где pI - момент инерции частицы; iT∑ - сумма моментов, 
действующих на частицу. 

Ниже приведено подробное описание сил, находящихся с 
правой стороны уравнения (2.74).  

Сила аэродинамического сопротивления возникает вследствие 
трения молекул жидкости и поверхности частицы, а также 
вследствие неравномерного распределения давления по 
поверхности частицы. Сила аэродинамического сопротивления 
записывается в следующей форме: 

 

                              2
3 Re
4

f
A p d p rel

p p
F m C U

d

μ

ρ
= .                    (2.76) 

 
Коэффициент сопротивления частицы dC  в случае 

несжимаемого потока является функцией от числа Рейнольдса. При 
малых числах Рейнольдса Re 1p <<  используется простая 

зависимость 24
Red

p
C = . При больших числах Рейнольдса 

Re 1000p <  используют зависимость, предложенную Шиллером и 
Нойманом (1933): 
 

                                    ( )0.68724 1.0 0.15Re
Red p

p
C = + .                      (2.77) 

 
Сила тяжести определяется по формуле 
 
                                        g pF m g= .                                        (2.78) 
 
Виртуальная массовая сила представляет собой массу жидкой 

среды, которая увлекается при ускорении частицы. Виртуальная 
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массовая сила пропорциональна отношению плотностей жидкой 

среды и частиц f
p

ρ
γ ρ= : 

 

                              ( )vm p vm f p
dF m C u u
dt

γ= − .                      (2.79) 

 
Коэффициент vmC  представляет собой долю объема жидкой среды 
по отношению к объему частиц. При низкой объемной доле 
дисперсной среды vmC  принимается равным 0.5. 

Сила Сэфмена возникает вследствие неоднородного профиля 
скорости жидкой среды при обтекании частицы. Разница скоростей 
приводит к возникновению перепада давлений. Сила Сэфмена [44] 
определяется следующим образом 

 

                            
0.5

21.615AS p rel
uF d U
y

ρμ ∂
= ⋅

∂
.                 (2.80) 

 
Сила Магнуса возникает вследствие вращения частицы. Сила 

Магнуса записывается в следующем виде 
 

                          ( )2

8
rel

M f p Ma rel rel
rel

U
F d c Uπ ρ= ×Ω

Ω
,           (2.81) 

 
здесь relΩ , relU - скорость вращения и переносная скорость 
относительно потока. 

Сила вследствие градиента давления записывается как 
 

                          f f f f
P p p

p p

Du Du
F m m g

Dt Dt
ρ ρ
ρ ρ

= − .               (2.82) 

 
Расчет течений методом Лагранжа проходит итеративно, в два 

этапа. В начале рассчитывается поле для жидкой фазы (2.5) – (2.7), 
потом для частиц (2.73) – (2.75), далее снова решаются уравнения 
для жидкой фазы с источниковым членом, вычисленным из второго 
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этапа. Итерации продолжаются до полной сходимости обоих 
этапов. 

 
2.3.9. Моделирование горения 
 
Как уже упоминалось в главе 1.3, структура диффузионного 

горения описывается уравнением сохранения пассивного скаляра 
(mixture fraction). При турбулентном горении осредненное по 
Фавру уравнение для переноса пассивного скаляра записывается в 
следующем виде: 

 

                      i
j

i i i

u D u
t x x x

ρ ξρξ ξρ ρ ξ
⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂ ′′ ′′+ = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

.          (2.83) 

 
Уравнение содержит неизвестные корреляции, моделирование 

которых рассматривалось в главе 2.3.7. Однако, в отличие от 
ламинарного диффузионного горения, турбулентное диффузионное 
горение не может представляться только значениями осредненных 
долей в виде ( )k kY Y ξ=   и ( )k kT T ξ=  вследствие появления 
флуктуаций смешанных долей. Связь химической и турбулентной 
составляющих горения была рассмотрена в начале главы 2.3. 
Значение переменной kY  может быть найдена из PDF интеграции 

 

                                  ( ) ( )
1

0
k kY Y P dξ ξ ξ= ∫ .                     (2.84) 

 
Здесь для PDF функции ( )P ξ  использована форма β - функции.  

Таким образом, к значению смешанной доли ξ  требуется 
добавить его вариации 2ξ ′′ . Используя уравнение (2.13), 
транспортное уравнение для вариаций можно записать как 
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′′ ′′∂ ∂

−
∂ ∂

 (2.85)  

 
Уравнение (2.85) содержит больше неизвестных переменных, 

чем уравнение (2.83). Дополнительно к турбулентному потоку 

juρ ξ′′ ′′  появляются тройные корреляции 2
juρ ξ′′ ′′  и скорость 

диссипации скаляра 
j jx x

ξ ξ′′ ′′∂ ∂
∂ ∂

. Наиболее простой способ 

моделирования первых двух членов – использование градиентного 
предположения, аналогично, как и для потока скаляра при 
моделировании процессов теплообмена и смешения (глава 2.3.7.). В 
этом случае перенос вариаций записывается как  

 

                                      t
j

i
u

xψ

μ ξρ ξ
σ

∂′′ ′′ =
∂

.                                (2.86) 

 
Тройные корреляции моделируются аналогично: 

 

                                   
2

2 t
j

i
u

xξ

μ ξρ ξ
σ

′′∂′′ ′′− =
∂

.                             (2.87) 

 
Член диссипации моделируется по следующей формуле [35]: 

 

                                 22 2
j jSc x x k

μ ξ ξ ερ ξ
′′ ′′∂ ∂ ′′=

∂ ∂
.                         (2.88) 

 
Более сложные модели рассмотрены в [35], [47], [59]. 

Моделирование турбулентного предварительно-смешанного 
горения представляет собой более сложную задачу, чем 
моделирование диффузионного горения. В FASTEST-3D имеются 
следующие модели: BML и G–equation. В BML модели решается 
скалярное уравнение для прогрессивной переменной, 
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локализующей фронт пламени (progress variable), которая может 
представлять собой функцию от плотности, температуры или 
концентрации. В G–equation модели решается скалярное уравнение 
для фронта пламени. Более подробно о моделях для кинетического 
горения изложено в работах [6], [40], [63]. При частично- 
смешанном горении используются комбинированные модели на 
базе моделей для диффузионного и кинетического горения.  

Ниже в качестве примера приведены осредненные по Фавру 
уравнения к ε−  модели с BML моделью горения [35]: 

 

     
( )

,

i t
i i j

i j j k j

i
u i

uk k ku k u u
t x x x x

pu c
x

μρ ρ ρ ε μ
σ

ρτ
ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂ ∂′′ ′′+ = − − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∂′′ ′′−
∂

  (2.89)                 

   
( )

2

1 2

3 .

i t
i i j

i j j j

i
j

uu c u u c
t x k x k x x

pc u c
k x

ε ε
ε

ε

μρε ε ε ερ ε ρ μ
σ

ετ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂ ∂′′ ′′+ = − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∂′′ ′′−
∂

 (2.90)       

           
Последние члены уравнений (2.88) и (2.89) являются добавочными 
членами BML модели. Дополнительная константа 3cε  принимается 
обычно равной 1.44 . Модель рейнольдсовых напряжений для 
горения (BML), а также уравнение для прогрессивной переменной 
приведены в приложении. Ряд других моделей горения 
рассмотрены в [35], [47], [59]. 

 
2.3.10. Моделирование пристеночных течений 

 
 Пристеночные функции 

 
Приведенные в предыдущих главах турбулентные модели 

пригодны для полностью развитых турбулентных течений. Однако 
вблизи стенок местное турбулентное число Рейнольдса Ret  
является столь малым, что вязкие эффекты превалируют над 
турбулентными. Один из наиболее распространенных подходов к 
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моделированию пристеночных течений связан с использованием 
метода пристеночных функций, который обладает двумя 
очевидными достоинствами: позволяет экономить вычислительные 
ресурсы  и учитывать влияние различных факторов, в частности, 
шероховатости за счет введения эмпирических поправок. 

 

 
 

Рис. 2.2. Турбулентный профиль скорости в пристеночной зоне 
 
Пристеночная область течения может быть разбита на три 

зоны: 
1) вязкий подслой, в котором вязкие напряжения доминируют 

над рейнольдсовыми и имеет место линейная зависимость скорости 

потока от расстояния до стенки: u y+ += , где uu
uτ

+ = , u yy τ
ν

+ = , а 

wuτ τ=  - динамическая скорость, 
2) буферный слой, где вязкие и рейнольдсовы напряжения 

имеют один порядок. Соединяя профили для вязкого подслоя и 
логарифмического слоя, приближенно получают 

5 ln 3.05u y+ += ⋅ + . Часто буферным слоем пренебрегают, считая 
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его частью вязкого подслоя. Объединенная зона лежит в диапазоне 
0 11.63y+≤ ≤  (рис. 2.2),  

3) в логарифмическом слое 11.63y+ ≥  рейнольдсовы 
напряжения значительно превышают вязкие, а профиль скорости 
может быть представлен в форме логарифмического закона: 
 

                                          ( )1 lnu Ey B
к

+ +⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                            (2.91) 

 
где 0.41к ≈ - постоянная Кармана; Е - постоянная, определяющая 
степень шероховатости (для гладкой стены 8.8E = ); 5.0B ≈  - 
безразмерная константа.  

Описанные участки обычно объединяются в одну внутреннюю 
область, которая занимает порядка 20% толщины турбулентного 
пограничного слоя и в которой генерируется около 80% всей 
энергии турбулентности. Одно из важных свойств внутренней 
области заключается в том, что профиль скорости слабо зависит от 
числа Рейнольдса, продольного градиента и прочих внешних 
условий. Именно это свойство послужило основой для построения 
универсальных соотношений (пристеночных функций), 
связывающих параметры течения с расстоянием от стенки. Наряду 
с универсальностью профиля скорости во внутренней области, 
метод пристеночных функций опирается на использование 
гипотезы о локальном равновесии турбулентных пульсаций, а 
также свойства локальной изотропности диссипирующих вихрей. 
Подробное описание моделирования пограничного слоя приведено 
в работе Шлихтинга [45]. 

Аналогично строятся пристеночные функции для пассивного 
скаляра (Кадер, Яглом [29]) для описания процессов переноса 
тепла:   

1) для вязкого подслоя 11y+ ≤ : 
 
                                 tλ λ≤  → Pr y+ +Θ = ⋅ ,                            (2.92) 

 
где λ - эффективный перенос; tλ - турбулентный перенос; +Θ - 
нормированный пассивный скаляр, 
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2) буферный слой 0 11.63y+≤ ≤ : 
 
                                             tλ λ≈ ,                                         (2.93) 

 
3) логарифмический слой 11.63y+ ≥ : 
 

                             tλ λ≥  → ln
t

k y D
k

+ +Θ = + .                     (2.94) 

  
В этой области скаляр +Θ  получается из наложения скоростного и 
скалярного поля: 

   
                                              ( )Prt fU β+ +Θ = + ,                            (2.95) 

 
где функция fβ  найдена эмпирически согласно Кадеру и Яглому 
[29] 

 
                                     2 / 312.5Pr 2.12ln Pr 1.5fβ = + + .                  (2.96) 

 
Эффективный перенос описывается следующим образом: 
 

                                                   eff
y
T

λ
+

+= .                                       (2.97) 

 
Пристеночные эффекты 

 
 Существует множество течений, где пристеночные функции 
дают неточные результаты. Одним из таких распространенных 
течений является течение с отрывом. Для корректировки этого 
предлагается в зоне пограничного слоя использовать различные 
демпфирующие функции, зависящие от пристеночных чисел 
Рейнольдса, а также включение члена, описывающего 
молекулярный перенос. Введение дополнительных членов, 
например, в уравнения для k ε−  по сравнению с исходными 
уравнениями (2.29), (2.30) обусловлено как потребностью более 
точного определения искомых функций в области малых значений 
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Ret  в непосредственной близости от стенки, так и тем, что скорость 
диссипации sε ε≈  принимает ненулевое значение на стенке, в то 
время как кинетическая энергия на стенке равна нулю. Это значит, 
что соотношение 2 / kε  в уравнении (2.30) стремится к 
бесконечности. Для устранения этого недостатка вводится  понятие 
гомогенной диссипации 0ε ε ε= + , где ε – гомогенная диссипация, 
которая находится из уравнения диссипации; 0ε  - диссипация на 
стенке (высчитывается по-разному в зависимости от модели) и ε  – 
суммарная диссипация. 

Ниже  представлены низкорейнольдсовые (Low- Re) варианты 
некоторых рассмотренных ранее моделей. 

Низкорейнольдсовая k ε−  модель Чена [16] 
 

                i tj ij
j j j k j

k k u ku
t x x x x

μ
ρ ρ τ ρε μ

σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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ε

ε ε ε ερ ρ τ
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σ
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⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂
+ +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

      (2.99)           

                                       0ε ε ε= + ,  0 22 k
y

ε υ= ;                           (2.100) 

                                             / 2
22 yE e

y
εν

+−= − ;                             (2.101) 

                                            
2

t
kc fμ μμ ρ
ε

= .                                   (2.102) 

 
Здесь 0.01151 yf eμ

+−= − ; 1 1f = ; 
2(Re / 6)

2 1 0.22 tf e−= −  демпфирующие 
функции. 

Модельные константы: 
 

1 21.35; 1.80; 0.09; 1.0; 1.3kc c cε ε μ εσ σ= = = = = . 
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Аналогично, как и для низкорейнольдсовой k ε−  модели, для 
алгебраических моделей рейнольдсовых напряжений и для 
нелинейных моделей используются демпфирующие функции. 

Ниже представлены низкорейнольдсовые варианты для 
моделей WJ и CLS. 

Явная низкорейнольдсовая алгебраическая модель 
рейнольдсовых напряжений (Валлин & Йоханссон) [60]            
    

( )

( ) ( )

( )

2 2 2 22
1 2 1 3

2 2 2
1 4 1

2 2 2 2 2
1 6 1 9

3 4 1 11
3 3max( , )

1
2max( , )

2 . (2.103)
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II II

Bf f S S
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f S S IVI f S S

β β

β

β β

Ω
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Для демпфирующей функции используется функция Ван-

Дриста 
 

                                        1 1 exp yf
A

+

+

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
,                                (2.104) 

  
где 26A+ = . 

Максимум-функция включена в уравнение (2.86). Чтобы 
избежать проблемы низкого значения sII  в отрывных течениях, 
максимум-функция лимитируется значением eq

sII  для равновесных 
течений: 

 

                                    
2
1

1

405 5.74
216 160

eq
s

cII
c

= ≈
−

,                           (2.105) 

 
где 1 1.8c = . 
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Ниже приведена нелинейная низкорейнольдсовая модель 
(Craft, Launder & Suga) [18]: 
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2

t
kc fμ μμ
ε

= ;                                   (2.107) 

( )( ) ( )( )1.5
0.3 0.361 exp

exp 0.75max ,1 0.35 max ,
c

SS
μ

⎛ ⎞⎡ ⎤−
= −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟− Ω⎢ ⎥+ Ω ⎣ ⎦⎝ ⎠

.  (2.108) 

                            
Демпфирующая функция 
 

                          ( ) ( )1/ 2 21 exp Re /90 Re / 400t tfμ ⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦ .          (2.109) 

 
Местное число Рейнольдса 
 

                                                2Re /t k με= .                                  (2.110) 
 

Модельные константы: 
 

2 2 2
1 2 3 4 5 6 70.1, 0.1, 0.26, 10 , 0, 5 , 5c c c c c c c c c cμ μ μ= − = = = − = = − = . 

 
  Аналогично вводятся демпфирующие функции для  уравнения 
переноса скаляра. Ниже приведена демпфирующая функция, 
используемая в модели Лэм-Брэмхорст (LB) [8] 
 

                                    0.255Re 2 41(1 ) (1 )
Re

t
T

t
f eμ

−= − + .                 (2.111) 
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 К сожалению, ввод демпфирующих экспоненциальных 
функций создает определенные вычислительные трудности; кроме 
этого, для низкорейнольдсовых моделей требуется очень мелкая 
сетка около стенок, что значительно замедляет скорость 
вычислений [64] (табл. П.2). Низкорейнольдсовые варианты 
существуют также для моделей рейнольдсовых напряжений; как 
правило, эти функции на порядок сложнее, чем вышеприведенные, 
и в рамках этого учебного пособия они не рассматриваются.  
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Глава 3. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ 
 

К сожалению, решить систему дифференциальных уравнений, 
представленную в предыдущей главе, аналитически не 
представляется возможным. Поэтому решение осуществляется 
численно. Численный метод включает в себя: математическую 
модель, метод дискретизации, численную сетку, конечную 
аппроксимацию и метод решения. FASTEST–3D (Flow Analysis 
Solving Transport Equations Simulating Turbulence 3 Dimensional) 
имеет следующие особенности [20]: 

- метод дискретизации конечных объемов, основанный на 
гексаэдрных контрольных объемах; 

- декартовая система координат; 
- неявная и полунеявная временная схема по времени;  
- метод дискретизации в пространстве первого и второго 

порядка точности; 
- строго неявная процедура (Strongly Implicit Procedure) для 

итерационного решения линеаризированной системы уравнений; 
- параллелизация, основанная на пространственном разбиении 

(domain decomposition). 
 
 3.1. Метод конечных объемов 
 

В общем виде дифференциальные уравнения переноса 
величины Φ  можно представить как 
 

                                   
N N

i

i i i IV
I II III

u Г S
t x x x

ρρ
Φ Φ

⎛ ⎞∂ Φ∂ Φ ∂ ∂Φ
+ − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠�	
 ���	��


,               (3.1) 
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где первый член описывает нестационарность; второй- конвекцию; 
третий- диффузию; справа находится источниковый член. 

Главной задачей дискретизации является преобразование  
дифференциальных уравнений в решаемую алгебраическую форму. 
Одним из методов решения системы данных дифференциальных 
уравнений является метод конечных объемов, подразумевающий, 
что уравнения интегрируются по каждому конечному объему: 
                                   

     ( ) ( )i
i i iV V V V

dV u dV Г dV S dV
t x x x
ρ ρ Φ Φ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂Φ
Φ + Φ − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ,  (3.2) 

 
здесь Φ - величина (скорость, скаляр); ГΦ - представляет собой  
коэффициент переноса (ламинарная/турбулентная вязкость, 
коэффициент диффузии и т. д.); SΦ - силы, не включенные в 
конвективную и диффузионную часть, а также дополнительные 
силы (сила тяжести, радиация и т.д.). 

Используя теорему Остроградского–Гаусса, интеграл по 
объему можно записать через поверхностный интеграл: 
 
                                    

V

div dV ndF S dVΦΦ = Φ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫v .                  (3.3) 

 
Получаем 

 

                  ( ) i i
iV V

dV u Г n d S dV
t x ψ

σ

ρ ρ σΦ
⎛ ⎞∂ ∂Φ

Φ + Φ − ⋅ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ,      (3.4) 

 
где σ – поверхность, ограничивающая объем V  и in , представляет 
собой компоненту вектора n  нормального к поверхности σ  и 
направленной наружу. Вышеизложенное уравнение должно 
решаться в каждом контрольном объеме.  

В FASTEST-3D в качестве контрольного объема используется 
гексаэдр (рис. 3.1). 
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Рис. 3.1. Неортогональный гексаэдрный конечный объем 
  

Каждый гексаэдрный конечный объем содержит угловые 
точки и центральную точку. В центральной точке сохраняется 
значение величин для контрольного объема. 
 Каждый член дифференциального уравнения (3.4) требуется 
преобразовать в алгебраическую форму. Перед тем как перейти к 
этому, рассмотрим преобразование координат. 
 

3.2. Преобразование координат 
 
 С учетом неортогональности используемой численной сетки 
более удобным является использование в каждом контрольном 
объеме локальной координатной системы с трансформацией 
векторных величин из локальных координат в глобальные. На рис. 
3.2 показана локальная координатная система в контрольном 
объеме. Базисные векторы проходят через центральную точку и 
точки ближайшего пересечения со сторонами контрольного объема. 
Локальные координаты обозначаются так 1 2 3( , , )ς ς ς , глобальные 
как 1 2 3( , , )x x x . В [21] изложены преимущества использования 
декартовой систему координат в качестве базовой системы. 
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Рис. 3.2. Локальная система координат в контрольном объеме 
 
 Матрица трансформирования [21] из глобальных координат в 
локальные записывается следующим способом 
 

                                        

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

x x x

x x xT

x x x

ς ς ς

ς ς ς

ς ς ς

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂

= ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂ ∂
⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎝ ⎠

.                              (3.5) 

 
 Переменная Φ  по отношению к декартовой координатной 
системе может быть записана в локальных координатах как 
 

                                                 j

i j ix x
ς

ς
∂∂Φ ∂Φ

=
∂ ∂ ∂

.                                   (3.6)  

 
Элементы обратной транспортной матрицы 1T −  (локальные в 

глобальные координаты) записываются следующим образом:  
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1 1 1

1 2 3

1 2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

x x x

T
x x x

x x x

ς ς ς

ς ς ς

ς ς ς

−

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂

= ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂ ∂
⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,                              (3.7) 

 
которая найдена из известного линейного алгебраического 
отношения 
 

                                                   ( )1 T
adT T

J
= ,                                   (3.8) 

 
где detJ T= - якобиан и ( )T

adT - дополнительная матрица, 
найденная из матрицы T .  

Таким образом, 
 

                                       1 1j i
ij

i i

xadj
x J J
ς

β
ς

Τ∂ ⎡ ⎤⎛ ⎞∂
= =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

                      (3.9) 

 
и 
 

                                                 1
ij

i jx J
β

ς
∂Φ ∂Φ

=
∂ ∂

,                               (3.10)                 

 
где ijβ - элементы матрицы Β , записываемой как          

  

3 3 3 32 2 1 1 1 2 1 2

2 3 3 2 3 2 2 3 2 3 3 2

3 3 3 32 2 1 1 1 2 1 2

3 1 1 3 1 3 3 1 3 1 1 3

3 3 3 32 2 1 1

1 2 2 1 2 1 1

x x x xx x x x x x x x

x x x xx x x x x x x x

x x x xx x x x

ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς

ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς

ς ς ς ς ς ς ς

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
Β = − − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
− −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
1 2 1 1

2 1 2 2 2

x x x x
ς ς ς ς ς

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂

−⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. 

                                                                                                           (3.11)              
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 Окончательно, подставляя полученное отношение для 
дифференциального оператора (3.10) в уравнение (3.2), получаем 
 

    ( ) i i ik i
kV V

ГdV u n d n d S dV
t Jσ σ

ρ ρ σ β σ
ς

Φ
Φ

∂ ∂Φ
Φ + Φ ⋅ − ⋅ =

∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫ .    (3.12) 

 
Используя дискретизационную транспортную матрицу и 

форму Гаусса (3.12), можно записать согласно [21] как 
                                         

    ( )j j l
i n i l kb k

iV V

ГdV u F b u b S dV
t V x
ρ ρ ρ

δ
Φ

Φ
∂ Φ ∂Φ

+ Φ ⋅ − Φ ⋅ Δ Φ =
∂ ∂∫ ∫ ,     (3.13) 

 
где оператор j

nbF - значение поверхностного интеграла на каждой 

стороне; j
kb -  коэффициент переноса.  Интеграция проходит по 

каждой стороне, в направлении  1j =  для “East” (индекс ’E’) и 
“West” (индекс ’W’); в направлении  2j =  для “North” (индекс ’N’) 
и “South” (индекс ’S’); в направлении  3j =  для “Top” (индекс ’T’) и 
“Bottom” (индекс ’B’) (рис. 3.3). 
 

 
 

Рис. 3.3. Соседние стороны в одном контрольном объеме 
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3.3. Дискретизация диффузионного члена 
 
 Для простоты рассмотрим только одну сторону контрольного 
объема – сторону ‘East’, изображенную на рис. 3.4. Аналогичная 
операция происходит и для других сторон. Соседние центральные 
точки обозначены буквами ‘P’ и ‘E’; точки, лежащие на ребрах 
грани, обозначены буквами ‘te’, ‘ne’, ‘se’ и ‘be’. 
 

 
 

Рис. 3.4. Сторона ‘East’ контрольного объема 
 
 Поверхностный интеграл для диффузионного члена через 
сторону ‘East’ записывается следующим образом [21]: 
 

     

( ) ( ) ( )2 2 21 1 1 1 1
1' 2 3 1

2
1 1 1 2 1 1 3 1 3 1 33
1 2 2 2 3 2 1 1 2 2 3 3 3

{

,

i
e k i k

неявная часть

явная часть

Г Г
F b b b b b

v v

Г Г
b b b b b b b b b b b b

v v

φ φ

φ φ

δ δ

δ δ

⎡ ⎤⎡ ⎤Δ Φ = + + Δ Φ +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥+ + + Δ Φ + + + Δ Φ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

������	�����


������������	�����������


  (3.14)                

 
где разности iΔ Φ  определяется через центральные точки и 
граничную поверхность: 
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                                               1 E PΔ Φ = Φ −Φ , 
                                               2 ne seΔ Φ = Φ −Φ ,                               (3.15) 
               3 te beΔ Φ = Φ −Φ .    
  

Неявная схема дискретизации всех членов для диффузии 
требует большую матрицу коэффициентов, поэтому все члены, 
содержащие EΦ  и PΦ , находятся явно и добавляются в 
источниковый член (3.14). Значения neΦ , seΦ , teΦ , beΦ  находятся 
из трилинейной интерполяции между точками P, E, N, S, T, B, ne, se, 
te, be. 
  
 3.4. Дискретизация конвективного члена 
 
 Аналогично диффузионному члену конвективный поток через 
сторону ‘East’ можно записать в виде 
 

                 ( ) ( )1 1 1 1 1
1 1 2 2 3 3{ } ee k e e ee

F b u b u b u b u mρ ρΦ = + + Φ = Φ
i

,     (3.16) 

 

где em
i

 обозначает конвективный перенос через грань ‘East’ , 
 

                                        ( )1 1 1
1 1 2 2 3 3em b u b u b uρ= + +

i
.                      (3.17) 

  
Из уравнения неразрывности это записывается как  

 

                                   0e t w s bnm m m m m m+ + − − − =
i i i i i i

.                    (3.18) 
 
 В FASTEST-3D значения скоростей и давления сохраняются в 
центральной точке контрольного объема; таким образом, для 
нахождения конвективного члена требуется интерполяция только 
между центральными точками.  
 
 
 
 



 74

 3.5. Дискретизация временного члена 
 

В нестационарных течениях (или при решении псевдо- 
нестационарным методом) в каждом транспортном уравнении (3.1) 
присутствует нестационарный член.  

Нестационарный член аппроксимируется следующим 
образом: 
 

                                        ( )
P

PP
V

dV V
t t
ρ ρ δ∂ Φ ∂

≈ Φ
∂ ∂∫ .                      (3.19)    

     
 Для аппроксимации по времени можно использовать явные 
методы. Одно из простейших предположений – явный метод 
Эйлера, который имеет первый порядок точности: 
 

    ( ) ( ) 1
1 1 1 1 1

n n
P P n n n n n

Nb Nb P P P
Nb

V V
A S A

t
ρ δ ρ δ −

− − − − −Φ − Φ
= Φ + − Φ

Δ ∑ . (3.20)  

 
Здесь tΔ  обозначает временной шаг, а индексы n  и 1n −  относятся 
к последнему и предыдущему шагу. Первый член с левой стороны 
(3.20) определяется явно и добавляется в коэффициенты PA , второй 
же член добавляется в источниковый член pS .  В общем случае 
дискретизация временного члена записывается в следующем виде:                   
   
( ) ( )

( )

1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 11 .(3.21)

n n
P P n n n n n

P P Nb Nb
Nb

n n n n n
P P Nb Nb

Nb

V V
f A A S

t

f A A S

ρ δ ρ δ −
− − − − −

Φ

− − − − −
Φ

⎛ ⎞Φ − Φ
= ⋅ Φ + Φ + +⎜ ⎟⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ − ⋅ Φ + Φ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑
  

 
 При 0f =  получается явный метод Эйлера, представляющий 
собой аппроксимацию первого порядка; при 0.5f =  получается 
метод Кранка–Николсона, являющийся аппроксимацией второго 
порядка. Метод Кранка–Николсона менее стабильный, чем метод 
Эйлера, но более точный. Варьируя параметром f , можно найти 
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оптимальное решение между точностью и стабильностью 
нестационарного решения. 
 

3.6. Дискретизация источникового члена 
 

В разделах 3.3-3.5 была описана дискретизация членов с левой 
стороны транспортных уравнений (3.1). С правой стороны 
находится источниковый член, представляющий собой также 
интеграл по объему и содержащий дополнительные переменные, 
явные части конвективного и диффузионного переноса. Объемные 
интегралы содержат градиенты различных величин (например, 
градиент давления в уравнение Навье-Стокса или градиенты 
скоростей в транспортном уравнении рейнольдсовых напряжений и 
т.д.) Для их аппроксимации требуется определение коэффициентов 
переноса относительно локальных координат и привязка к 
центральной точке контрольного объема (рис.3.5).  

 

 
 

Рис. 3.5. Локальная координатная система, привязанная к 
центральной точке контрольного объема 

 
Используя аналогичные отношения для преобразования 

координат, как и в случае поверхностного интеграла, можно найти 
отношение для объема в рамках градиента переменной Φ  как 
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1

1 1 1 ,

P

P k P
i i iPV

j j
j P ji i

j k l

dV V b V
x x J

b V b
J J

δ δ
ς

δ
ς ς ς

⎛ ⎞∂Φ ∂Φ ∂Φ
≈ = ≅⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

≅ Δ Φ = Δ Φ
Δ Δ Δ

∫
     (3.22) 

 
где j k l PVς ς ς δΔ Δ Δ = . 

Таким образом, объемный интеграл содержит градиент 
давления в направлении ix  и аппроксимируется как 
 
                        ( ) ( ) ( )1 2 3

i

p
e w i n s i t b iuS p p b p p b p p b= − − − − − .       (3.23) 

 
Массовые силы igρ  находятся путем умножения на объем: 

 
                                                 

i

g
iuS g Vρ δ= .                                    (3.24) 

 
Последними членами (3.22) являются явные части конвекции 

i

k
uS  и диффузии 

i

d
uS : 

 
                                  

i ii i

p g d k
i u uu uS S S S S= + + + .                        (3.25) 

  
Для скалярного уравнения источниковый член записывается 

аналогично, за исключением члена давления: 
 

          
i ii

g d k
i u uuS S S S= + + .                               (3.26) 

 
3.7. Методы интерполяции 
 
 Для нахождения неизвестных величин на границах конечного 

объема требуется интерполяция. На рис. 3.6 представлены 
некоторые интерполяционные схемы.  
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Рис. 3.6. Интерполяционные схемы 
 
В так называемой интерполяции «вперед»  (Upwind Difference 

Scheme (UDS)) значение через сторону ‘East’ контрольного объема 
аппроксимируется между значениями в точках ‘P’ или ‘E’ (рис. 
3.7): 

 

                                   
, 0
, 0

P eUDS
e

E e

f m
f

f m
>⎧

= ⎨ <⎩

�
�

.                             (3.27) 

   

 
 

Рис. 3.7. Схема для направления ‘West’ –‘East’ 
 

Такой вид аппроксимации относится к первому порядку точности и 
обычно не создает численных проблем. 

Другим типом аппроксимации является центрально- 
разностная схема (Central Difference Scheme (CDS)), записываемая 
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между двумя ближайшими точками (P и E) (рис. 3.7) в следующем 
виде: 

 
                               ( )1CDS

e E e P ef f fλ λ= + − ,                       (3.28) 
 

где линейный интерполяционный фактор определяет как 
 

                                       e P
e

E P

ς ς
λ

ς ς
−

=
−

.                                    (3.29) 

 
Такая схема относится ко второму порядку точности, она более 
точная, чем первый способ, однако обладает более плохой 
сходимостью.  

Сочетая преимущества и недостатки двух методов 
(UDS/CDS), в FASTEST-3D используется их комбинация: 

 
                       N ( )UDS CDS UDS

e e e e
неявная часть явная яасть

f f f fγ= + −
���	��


,             (3.30) 

 
где γ - фактор смешивания.  

Для 0γ =  получается чистая UDS интерполяция, для 1γ =  
UDS часть исчезает и интерполяции приобретает второй порядок 
точности. Выбирая значения γ  между 0 и 1, можно найти оптимум 
между точностью и стабильностью. Независимо от γ , UDS часть 
определяется неявно и разница между CDS и UDS частями 
определяется явно и добавляется в источниковый член.  

 
3.8. Общая система уравнений 

 
В предыдущих разделах была рассмотрена дискретизация 

членов. Для решения дискретизированного уравнения необходимо 
записать его в специальной форме: 
 
                                   Np p Nb Nb P

Nb явная часть
неявная часть

A A SΦ − Φ =∑
����	���


,                (3.31) 
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здесь pA - коэффициенты при переменной pΦ  в точке P ; NbA - 
коэффициенты всех соседних точек.  

Второй член слева уравнения (3.31) можно разделить на две 
части: 
 
                (1) (1) (2) (2)

(1) (2)
p p Nb Nb Nb Nb P

Nb Nb
A A A SΦ − Φ − Φ =∑ ∑ ,      (3.32) 

 
где Nb(1)=E, W, N, S, T, B и Nb(2)=EN, WN, ES, WS, NT, NB, ST, SB, 
ET, EB, WT, WB, ENT, ENB, WNT, WNB, EST, ESB, WST, WSB (рис. 
3.3).  

Перенося вторую сумму в правую часть, получаем 
 
                             ( )( )(1) (1)

(1)
2p p Nb Nb P

Nb
A A S NbΦ − Φ =∑ .            (3.33) 

  
Для следующей итерации 1n +  алгебраическая система для 

переменной 1n+Φ  записывается следующим образом 
 
                  ( )( )1 1

(1) (1)
(1)

2n n n
p p Nb Nb P

Nb
A A S Nb+ +Φ − Φ =∑ .            (3.34) 

 
Давление в уравнении импульсов добавляется через градиент 

давления, что будет рассмотрено в следующей главе. 
 
 3.9. Связь уравнений для скорости и давления 
 
 Особенностью уравнения импульсов в отличие от других 
уравнений переноса является нелинейный конвективный член. При 
итерационном решении используется линеаризованный 
конвективный член, находящийся из переноса массы через сторону 
контрольного объема и через значение скорости из предыдущей 
итерации. Для решения уравнений Навье-Стокса необходимо 
определить значение градиента давления. Для численного решения 
в FASTEST-3D используется модифицированный метод SIMPLE, 
предполагающий, что уравнение неразрывности не решается явно, 
а используется как поправка для корректировки поля давлений, 
которое удовлетворяет уравнению неразрывности. Связь давления 
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и скорости была исследована Ри и Шоу [20] и в дальнейшем 
улучшена Перичем [21]. Для каждой новой внешней итерации m  
используется перенос массы и значение давления из предыдущей 
внешней итерации 1m − . Линейная система уравнений (3.34) для 
каждой компоненты скорости iu  может быть записана как 
 
                         

1 1 1 1
, , ( )

m mu m u m m m
p i P Nb i Nb P i p

Nb
A u A u Q pδ

− − − −− = −∑ .          (3.35) 

 
Здесь источниковый член pS  с правой стороны разделен на 

градиент давления 1( )m
i ppδ −  и остаток 1m

PQ − . Для данного поля 

давлений * 1mp p −=  находится поле скоростей *u  из (3.35) с *
,i Pu  

как 
 

                         ( )1

1
* * 1 *
, ,

1 m

m
u m

i P Nb i Nb P iu PNbP

u A u Q p
A

δ
−

−

−⎡ ⎤
= + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ .         (3.36)      

 
Полученное поле скоростей *

iu  удовлетворяет 
дискретизированному уравнению импульсов, но не удовлетворяет 
дискретизированному уравнению неразрывности. Дефектная масса, 
появляющаяся в каждом контрольном объеме 
 
                               * * * * * * *

p e w n s t bm F F F F F FΔ = − + − + − ,                (3.37) 
 
где поток через грань контрольного объема находится из 
интерполированного поля скоростей *

iu  как 
 

                                      * * 1
, ,e e i e i eF u bρ= .                                    (3.38) 

 
При интерполировании скоростей между центральными 

точками на каждой грани контрольного объема возникает проблема 
осцилляций давлений. Во избежание этой проблемы, скорости ( *

,i eu , 
*
,i nu , и т.д.) модифицируются специальным образом. Для этого 
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вводятся промежуточные поля скоростей **
iu  и давления **p , 

удовлетворяющие уравнениям импульсов и неразрывности. Данные 
поля базируются на уже «ошибочно» вычисленных полях давления 
и скоростей с коррекцией: 

 
                        ** * cor

i i iu u u= + , ** * cor
i i ip p p= + .                      (3.39) 

 
Так как и **

iu  и **p  должны удовлетворять уравнению 
импульсов, должно удовлетворятся следующее отношение: 

 

              ( )1

1
** * 1 **
, ,

1 m

m
u m

i P Nb i Nb P iu PNbP

u A u Q p
A

δ
−

−

−⎡ ⎤
= + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ .                (3.40)                 

 
Из (3.36) и (3.40) можно вывести следующее отношение между 
коррекцией скоростью и коррекцией давления: 
 
                                                ( ),

cor cor
i P i P

u pδ= .                               (3.41) 

 
Для грани контрольного объема ‘e’ это записывается в виде 
 
                                                ( ),

cor cor
i e i e

u pδ= .                                (3.42) 

 
Коррекция для переноса массы 
  
                                              1

, ,
cor cor

e e i e i eF u bρ=                                  (3.43) 
 
должна удовлетворять уравнению неразрывности 
 
                       * cor cor cor cor cor cor

p e w n s t bm F F F F F FΔ = − + − + − ,       (3.44) 
 
для удаления дефектной массы *

PmΔ , появившейся из 
“ошибочного” скоростного поля *

iu .  
Подставляя (3.42) в (3.43) и окончательно, в (3.44), можно 

получить линейное уравнение для корректировки давления 
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*corcor
p p Nb p

Nb Nb
A p A p m− = Δ∑ ,                         (3.45) 

 
которое можно решить, используя строгую явную процедуру 
(Strongly Implicit Procedure  (SIP)). 
Процедура, описанная выше, реализуется в FASTEST-3D в два 
шага: 

 Предварительный шаг – уравнение (3.36) решается для 
полученных полей давления и скоростей из предыдущей внешней 
итерации 1m −  для получения оценочного поля скорости *

iu . В 
свою очередь, оценочное скоростное поле *u  и поле давлений 

* 1mp p −=  используется для интерполяции оценочного значения 
скорости на границах контрольного объема и вычисления 
дефектной массы  *

PmΔ  согласно уравнению (3.37).                                     
Корректировочный шаг – дефектная масса  *

PmΔ  заменяется 
в уравнении коррекции давления (3.45), из которого находится 
корректировочное поле давлений corp . Это корректировочное поле 
добавляется к полю давлений из предыдущей итерации: 

 
                         ** * cor

pp p pα= + , 0 1pα< ≤ ,                       (3.46) 
 
здесь Pα - фактор релаксации, используемый для избежания 
нестабильности при большом изменении давления в течение одной 
итерации. Скорректированное поле давлений ** mp p=  
используется в следующей итерации 1m + . Дополнительно для 
данного скорректируемого давления corp  используется скоростное 
поле *

iu  для нахождения значений переноса скорости и массы **
iu , 

**
,i eF  и т.д., которые используются в следующей внешней итерации. 

 
3.10. Решение системы линейных уравнений 
 
Систему уравнений (3.31) можно представить в матричной 

форме как 
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                                                 A SΦ = ,                                            (3.47) 
 
где A- коэффициенты матрицы, полученные из коэффициентов 
линейных уравнений (3.31) для каждого контрольного объема CV; 
Φ - вектор, содержащий значение переменной Φ  в каждом 
контрольном объеме; S - вектор, содержащий члены, находящиеся 
справа в уравнении (3.31). 
 Система (3.47) должна быть решена наиболее эффективным 
методом. Большинство членов матрицы коэффициентов A  состоит 
из нулей или элементов с малыми значениями по определенным 
диагоналям (в FASTEST-3D семь диагоналей). Так как прямые 
методы, как например, метод Гаусса, не используют преимущества 
этой структуры и являются сравнительно дорогими, а также 
учитывая, что ошибка дискретизации обычно намного превосходит 
точность компьютера, более целесообразным является итеративный 
метод. Кроме этого полностью неявная дискретизация уравнения 
импульсов является нелинейной и не может быть решена прямым 
методом. 
 В итеративном методе некоторое начальное решение 
систематически улучшается с каждой итерацией. После n итераций 
должно быть получено аппроксимированное решение (3.37) nΦ , 
которое является неточным. Ненулевой вектор резидиумов nr  
(разница между левой и правой сторонами уравнения (3.31)) 
удовлетворяет следующему отношению 
 
                                                  n nA S rΦ = − .                                  (3.48) 
   
Итеративная схема линейной системы должна обеспечивать 
приближение резидиумов к нулю с каждой итерацией. Это 
записывается в следующей форме: 
 
                                            1n nM N B+Φ = Φ + .                              (3.49) 
 
Вычисляя  nMΦ , из каждой стороны (3.49) получаем 
 
                                  ( ) ( )1n n nM B M N+Φ −Φ = − − Φ                   (3.50) 
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или 
                                                       n nM rδ = .                                  (3.51) 
 
Здесь 1n n nδ += Φ −Φ  – вектор коррекции, который и представляет 
ошибку конвергенции. Вычисление nNΦ  не требует больших 
численных ресурсов, и решение (3.49) сходится довольно быстро. 
Для быстрой сходимости решения (3.49) матрицу M специально 
подготавливают для аппроксимации в A. Для этих целей 
используют строгую неявную процедуру (SIP), предложенную 
Стоуном [55] и развитую далее для семидиагональной матрицы 
коэффициентов Лейстером и Перичем [21], примененную в 
FASTEST-3D. В этом способе матрица M делится на неполную LU 
и декомпозицию ILU: 
 
                                            M LU A N= = + .                                 (3.52)    
 

В декомпозиции ILU процесс аналогичен стандартному LU, но 
для каждого нулевого элемента матрицы A переносной элемент 
нижней треугольной матрицы L или верхней треугольной матрицы 
U принимается нулями. Тем не менее, L и U имеют ненулевые 
элементы только на одинаковых диагоналях как A (W, E, S, N, B, T, 
P), их продукт LU имеет дополнительные ненулевые диагонали 
(SE, NW и т.д.). Стоун [55] показал, что сходимость может быть 
улучшена, если матрица N имеет ненулевые элементы на 
диагоналях, соответствующих всем ненулевым диагоналям LU. 
Элементы матрицы N должны быть определены таким образом, 
чтобы элементы вектора 0NΦ ≈  в матрице M были лучше 
аппроксимированы в A. Это означает, что распределение членов 
‘дополнительных’ диагоналей (SE, NW, etc.) в N должны быть 
вблизи распределения других диагоналей (W, E, S, N, B, T, P). 
Ожидаемое решение эллиптических дифференциальных уравнений 
должно быть гладким. Стоун [55] аппроксимировал неизвестные 
значения функций в ‘дополнительных’ узлах в членах известных 
значений функций в узлах, соответствующих диагоналям A. 
 Имея матрицу A, не представляется сложным найти элементы 
N. Элементы M, которые являются суммой A и N, не требуют 
расчета. Вместо элементов L и U находятся элементы A и N. Таким 
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образом, L и U известны и можно начинать внутренние итерации. 
Система (3.51) может быть перезаписана как 
 
                                                   n nLU rδ =                                      (3.53) 
 
или 
 
                                             1n n nU L r Rδ −= = .                               (3.54) 
 
Используя преимущества декомпозиции LU, элементы вектора nR  
первично рассчитываются с использованием (3.54) прямой 
подстановкой в порядке увеличения индекса контрольного объема. 
Далее элементы корректировочного вектора nδ  рассчитываются  
обратной подстановкой в порядке уменьшения индекса 
контрольного объема, значение переменных в контрольном объеме 
обновляется по следующей формуле:  
 
                                             1n n nδ+Φ = Φ + .                                   (3.55) 
 
Итерационный процесс проходит до тех пор, пока сумма всех 
элементов вектора резидиумов nr  не станет ниже приемлего 
уровня. 

В стационарных расчетах временная статистика не 
представляет интереса. В этом случае нестационарным членом 
пренебрегают и итерации проходят для стационарных уравнений. 

Итерации без первого временного шага или при стационарных 
расчетах, в которых матрица коэффициентов или источниковый 
член в (3.31) обновляется, называются внешними итерациями, 
чтобы отличать их от внутренних итераций исполняемых с 
линейными уравнениями (3.31) с фиксированными 
коэффициентами (в SIP). 

Переменные в каждой внешней итерации могут значительно 
изменяться, в частности, в начале итераций, что может вызывать 
нестабильность численного решения. Для снижения этого эффекта 
вводят релаксацию переменных: 

 
                            ( )1 1m m new m

φφ φ α φ φ− −= + − ,                     (3.56) 
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где mφ  и 1mφ − - значения переменой mφ  после m и (m-1) внешней 
итерации; newφ - результат решения уравнения (3.31) и 
релаксационный фактор φα  должен удовлетворять условию 
0 1φα< ≤ . 
 В нестационарных расчетах требуется точность для 
разрешения во времени, например, для периодических процессов. В 
этом случае итерации должны быть продолжены в каждом 
временном шаге для представленной системы уравнений до 
удовлетворительной точности. 
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4. Программный комплекс FASTEST-3D 

 
Программный комплекс FASTEST-3D предназначен для 

расчетов ламинарных и турбулентных течений со смешением, 
горением, теплообменом с учетом радиации, двухфазных течений в 
простых и сложных геометрических конфигурациях. В прикладном 
плане это позволяет моделировать процессы, происходящие в 
камерах сгорания тепловых машин, в каналах лопаточных машин, 
при обтекании различных объектов (автомобиль, самолет и т.д.) и 
во множестве других технических устройств. Моделирование 
позволяет ускорить и удешевить разработку и доводку различных 
технических устройств. В научном плане открытость кода 
позволяет вводить и исследовать новые модели турбулентности, 
горения и многое другое, что предоставляет неограниченные 
возможности для воплощения идей научных сотрудников и 
аспирантов. 

FASTEST-3D написан на языках Fortran и C и обладает 
следующими особенностями [20]:  

- дискретизация методом контрольных объемов (гексаэдр); 
- декартовы координаты и базисная система векторов; 
- неортогональная блочно-структурированная сетка; 
- неявная и полуявная временная, первого и второго порядка 
пространственная дискретная схема; 

- строго неявная процедура для итеративного решения 
линеаризованной системы уравнений; 

- многосеточный метод для ускорения сходимости 
дискретизированной системы уравнений; 

- параллелизация вычислений, основанная на 
пространственном разбиении с использованием MPI 
(Message Passing Interface). 

Некоторые особенности кода, а также используемые модели 
были приведены в предыдущих главах. Кроме базового кода, 
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требуются программы создания геометрии и сетки, визуализации 
полученных результатов. 
 

4.1. Установка и структура FASTEST-3D 
 

Как было упомянуто ранее, FASTEST-3D работает под 
операционной системой Linux и поставляется в заархивированном 
виде fastest3d.tgz. Для установки программы требуется выполнить 
следующее: скопировать архив с установочного CD в домашнюю 
директорию (через графическую оболочку или командой cp 
/media/название устройства/fastest3d.tgz fastest3d.tgz); распаковать 
архив (команда tar xvfz fastest3d.tgz). 
 На рис. 4.1 представлена структура FASTEST-3D.  Порядок 
работы следующий: 

1. Создание сетки (глава 4.2). 
2. Выделение компьютерной памяти для сетки (глава 4.2). 
3. Выбор моделей, схем дискретизации и начальных 
параметров (глава 4.3). 

4. Решение (глава 4.4). 
5. Визуализация результатов (глава 4.5). 
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Рис. 4.1. Структура FASTEST-3D. 

 
4.2. Связь сеточных файлов с FASTEST-3D 

 
Построение сетки рекомендуется осуществлять в ICEM CFD. 

Процесс построения сетки состоит из следующих частей: создание 
геометрии, задание поверхностей, выбор граничных условий для 
поверхностей и генерирование сетки. Полученные файлы сетки 
grid01.grd и grid01.tbc должны быть помещены в директорию 
fastest3d/project/grid и переименованы в название проекта, 
например test.grd и test.tbc. В файле *.grd записываются собственно 
параметры сетки, а в файле *.tbc общие параметры (граничные 
условия, количество блоков и т.д.).  Для граничных условий в 
файле *.tbc, а также в самом коде приняты следующие 
обозначения: 

для скорости – INL- вход, OUT- выход, SOL- стенка, MIR- 
симметричные условия, CON- межблочное соединение; 

для температуры – INL- вход, OUT- выход, SOL- стенка, 
требуется ввод температуры стенки, FLX- стенка, требуется ввод 
теплового потока через стенку, HTC- стенка, требуется ввод 



 90

коэффициента теплопередачи и внешняя температура, MIR- 
симметричные условия; 

для химических реакций – SOL- стенка, требуется ввод 
концентрации реагирующего компонента на стенке, FLX- стенка, 
требуется ввод скорости появления реагирующего компонента на 
стенке. 

Следующим действием требуется выделить массив 
переменных в памяти компьютера для этой сетки, предварительно 
введя ряд параметров в файле fastests3d/project/map/test.md. Ниже 
дана расшифровка наиболее важных пунктов файла test.md. 

Выбор количество процессоров (один процессор (1)): 
 
### number of processors 
1              ;number of processors 
 

Информация об использовании процессоров (один процессор 
должен обсчитывать три блока во всех направлениях): 
 
### processor info 
1 1 1 0        ;proc. in i, j, k dir., new processor (block 1) 
1 1 1 0        ;proc. in i, j, k dir., new processor (block 2) 
1 1 1 0        ;proc. in i, j, k dir., new processor (block 3)  

 
Количество зон с течениями (одна (1) зона): 

 
### number of flow regions 
1 
 
 Выбор зон с течениями поблочно (одна зона на все три блока): 
 
### flow region description 
1            ;flow region for block #1 
1            ;flow region for block #2 
1            ;flow region for block #3 
 
 Количество зон с вращением (отсутствуют (0)): 
 
### number of rotating regions 
0 
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Выбор зон с вращением поблочно (отсутствуют): 
 
### rotating region description 
0              ;block #1 
0              ;block #2  
0              ;block #3 

 
Проверка на наличие отрицательных объемов, рекомендуется 

включать эту опцию (включено): 
 
### volume check 
1              ;1 = on, 0 = off 

 
Выбор точки для мониторинга (блок (1), глобальные 

координаты (2,2,2): 
 
### monitoring point 
1 2 2 2        ;block, i, j, k 

 
Выделение памяти для сбора статистики (не выделено (0)): 

 
### turbulence statistics 
0                  ;input number for turbulence statistics (memory allocation) 
                    ; 0 = no memory for turbulence statistics is allocated 
                   ; 1 = memory for mean values and reynolds stresses is   
                       allocated 
                   ; 2 = additional memory for skewness and flatness  

 
Количество компонент, участвующих в химической реакции 

(нет химической реакции (0)): 
 
### number of chemical species 
0 
 

Количество химических реакций (нет химической реакции 
(0)): 
 
### number of chemical reactions 
0 
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Количество переменных для скалярного уравнения (скалярное 
уравнение не решается (0)): 
 
### number of comb. prog. variables 
0 
 

Выделение памяти в компьютере (изотермический процесс 
(isotherm), турбулентное течение (turbulent), турбулентная модель- 
явная алгебраическая модель рейнольдсовых напряжений (earsm), 
стационарное течение  (steady), дополнительно возможен выбор 
типа горения диффузионное (prem) или кинетическое ( ), с учетом 
радиации (radiation) и без ( )): 
 
### allocation 
isotherm turbulent earsm steady  ;keywords are: 
                                                      ;    isotherm   or  temperature 
                                                      ;    steady     or  unsteady 
                                                     ;    laminar    or  turbulent 
                     ;  if turbulent____ keps 
                    ;   |  
                    ;   |_ earsm 
                    ;   |  
                    ;   |_ restr 
                    ;   |  
                    ;   |_ les 
                                                    ; 
                                                    ; prem    or nothing 
                                                   ; prem is for single reactive scalar 
                                                   ; for Bray-Moss-Libby model  
                                                   ; (premixed combustion) 
                                                   ; 
                                                   ;When "temperature" is given, memory  

                     ; for arrays concerning temperature 
                     ;calculations and temperature topology 
                     ;will created. 
                     ; 
                     ; radiation or nothing 
                    ;(Gas radiation model.Only with 

         ; temperature possible, otherwise  
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          ; memory for radiation  is not allocated) 
                    ; 
                    ;If no entry point is given, memory will 
                    ;be allocated for isotherm, turbulent and 
                    ;unsteady calculation. 

 
После введения необходимых параметров следует запустить 

программу map3d командой map из директории fastest3d/project.  
 

4.3. Выбор моделей, схем дискретизации и других 
параметров 
 

Выбор моделей, схем дискретизации и других начальных 
параметров осуществляется в файле (указано с путем): 
fastest3d/project/id/test.id. 
Ниже дана расшифровка наиболее важных пунктов. 
 Название конфигурации (канал (channel)): 
 
### title 
channel (created by Alex Yun) 
 
 Первоначальный запуск или рестарт сохраненных ранее 
вычислений (первоначальный запуск (0), рестарт (1): 
 
### read restart 
0 
 

Запись в рестарт файл и для визуализации полученных 
результатов (каждые (10) шагов в рестарт файл, не выводить в 
ASCI формат (0), каждые (10) шагов для визуализации): 
 
### write output 
10 0 10          ;restart ascii visual  (0 = no output) 
 
 Выбор программы визуализации (tecplot6): 
 
### file formats for visual output 
tecplot6                  ;[cfview37|cfview37time]  
                               ;[tecplot6|tecplot6temp]  
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                               ;[explorer]         (not supported ???) 
                               ;[plot3d|plot3dtemp]      
  

Вывод переменных (компоненты скорости (vel), давление 
(pres), турбулентной энергии (tke), диссипации (edis)): 
 
### visual output variables  
vel pres tke edis       ;[vel][pres][tke][edis][temp][conc] 
                                 ;[den][vis][vism][hcap][hcon][hconm][diff][td] 
                                 ;[vort][avg][tau][yplus][dist][mix][mixdiff] 
                                ;[tauxx][tauyy][tauzz][tauxy][tauyz][tauxz] 
                                ;[mixvar][drhodt][srs][usrs][vsrs][wsrs] 
 
 Выбор течения и параметра релаксации для плотности 
(сжимаемое (t), несжимаемое (f), параметр релаксации 0.6): 
 
### compressible 
f 0.6                   ;[t/f] [density realxation] 

 
Выбор уравнений (уравнение импульсов (vel), два уравнения 

турбулентной модели (turb)):   
 
### lcalc 
vel turb            ;[vel][turb|rsm|visles][temp][conc][time][mix] 
                       ;[mixvar][tab][srs][scfl][raf][sp1][sp3] 
                       ;turb:   use a two-equation turbulence  model 
                       ;rsm:    use a reynolds stress turbulence  model 
                       ;visles: perform a Large Eddy Simulation 
                       ;mix:    perform combustion progress variables 
                       ;mixvar: perform combustion progress variables 
                       ;           variances equation 
                       ;tab:    perform laminar/flamelet/ildm  chemistry 
                       ;srs:    solve sing.react.scal.  transp.eq.(BML model) 
                       ;scfl:   solve scal.flux transp.equ. (+BML model) 
                       ;raf:    solve rad.flux equation 
                       ;sp1/sp3 different approximations for the  
                                heat flux equation 
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Выбор модели турбулентности (k -ε  модель (keps74): 
 
### turbulence model 
keps74              ;according to the above choice of  [turb|rsm|visles] 
                         ;[keps74|kl93|rng92|chien82] for k-eps type models 
                         ;[awj|alrr|assg|ncls|ngl] for nlinear & EARS models 
                        ;[lrr|jm|ssg|hp|ipgl|ipgy]  for reynolds stress models 
                        ;[smag|germ] for Large Eddy Simulations 
  

Выбор модели для переноса скаляра (Daly & Harlow (dh)): 
 
### scalar flux model 
dh            ; [hp|ls|jm|dh|km|as|wwj] 
 

Выбор модели горения (без таблицы (notab)): 
 
### combustion models 
notab     ;[notab|equil1D|equil2D|flamlet|ildm|ildmv|eqrad]  
              ;nothing / equilibrium 1D / equilibrium 2D / flamelet  
                chemistry/ 
              ;ildm: only rpv transport equations / 
              ;ildm: also rpv variances transport equations 
              ;eqrad:equilibrium 2D with radiation 
  

Учет гравитации по направлениям (без гравитации (0,0,0)): 
 
### gravity 
0.  0.  0. 
 
 Геометрические размерности (в метрах (10e-3)): 
 
### geometric scale 
1.e-3 1.e-3 1.e-3 
 
 Проверка отрицательных объемов (включено (t)): 
 
### check for negativ volumes 
t 
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 Ограничение резидиумов (минимум (1.e-3), максимум 
(1.e+10)): 
 
### residuum limits 
1.e-3  1.e+10 
 
 Выбор метода интерполяции (центрально- разностная схема 
(cds)): 
 
### interpolation method 
cds                           ;[cds|tbi] 
 
 Выбор параметров релаксации: 
 
### underrelaxation 
0.3 0.3 0.3 0.9 0.5 0.5 0.7 0.9 0.9 0.9 0.5 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 
0.9 ;u v w p k eps vis den t c mix restr mixvar srs scfl ildm ildmv rf cst 
vofr 
 

Выбор метода дискретизации времени, количество шагов, шаг 
по времени (метод (fofi), (10000) шагов, шаг по времени (1.e-3): 
 
### time discretization 
fofi                    ;discretization method [fofi|sofi|crni|ruk3|ruk5] 
10000  1.e-3                ;no of timesteps,size of timestep 
  

Учет плавучести (выключено (none)): 
 
### bouyancy by temperature gradient 
none                    ;[none|boussinesq|dengrad] 
 
 Количество компонент при горении (без горения (0)): 
 
### prog. variables for combustion 
0                      ;no of progress variables: mix. frac, mass. fracts 
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 Задание градиента давления по направлениям (без градиента 
давления (0,0,0): 
 
### pressure gradient 
0. 0. 0.                ;pressure gradient in x,y,z direction 
 

4.4. Введение граничных условий, запуск программы 
 

Граничные условия вводятся в следующих файлах: 
fastest3d/project/funcbcs.f, fastest3d/project/funcprp.f. 

Ниже дано краткое описание наиболее важных параметров. 
Задание газодинамических параметров в funcbcs.f. 
Компоненты скорости вводятся в следующих функциях:  
 

function fu(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
function fv(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
function fw(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 

 
в следующем виде: 
 
        fu=1.36d0 
        fv=0.0d0  
        fw=0.0d0 

 
Величина кинетической энергии: 
  
function fte(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
 

как  fte=0.3d0 
  
Компоненты рейнольдсовых напряжений: 
   

 function frscxx(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
 function frscyy(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
 function frsczz(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
 function frscxy(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
 function frscyz(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime)  
 function frsczx(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
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в следующем виде:      
 
    frscxx=0.04d0 

      frscyy=0.04d0 
      frsczz=0.04d0 
      frscxy=0.d0 
      frscyz=0.d0 

             frsczx=0.d0 
  
Величина диссипации кинетической энергии: 

 
function fed(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 

  
как rlength=0.127d0 
       fed=sqrt(fte(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime)**3)/rlength 
           
Температура на входе 

 
function ft(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
 

в следующем виде: 
      

 ft=293.15d0 
 

Компоненты скорости при движущихся стенках: 
       

function fuw(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
function fvw(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
function fww(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
 

в следующем виде: 
      

fuw=0.d0 
       fvw=0.d0 
       fww=0.d0 

 
Температура стенок 

 
function ftw(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
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в следующем виде: 
       

ftw=293.15d0 
  
Перенос тепла через стенки 

 
function fqw(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
 

как  fqw=0.d0 
  
Массовые доли компонент при горении или смешении: 

 
function fmixt(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
 

в следующем виде: 
       

if (y.gt.0.5) then 
         fmixt=0.0 
else 
         fmixt=1.0 

         endif 
   
Вариации массовых долей компонент при горении 
 

function fmixtvar(x,y,z,iflr,igb,ifa,imphi,totime) 
 

в следующем виде: 
      

 if(imphi.eq.1) then 
c---- mixture fraction variance 
         fmixtvar=0.0d0 
      elseif(imphi.eq.2) then 
c---- reaction progress variable 1 variance (ildm) 
         fmixtvar=0.0d0 
      elseif(imphi.eq.3) then 
c---- reaction progress variable 2 variance (ildm) 
         fmixtvar=0.0d0 
      endif 
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Значения реактивного скаляра и компонентов корреляции скаляра 
со скоростью  

 
function fsrs(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
function fsrscorx(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
function fsrscory(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 
function fsrscorz(x,y,z,iflr,igb,ifa,totime) 

 
в следующем виде: 
      

 fsrs=0.d0 
 fsrscorx=0.d0 
 fsrscory=0.d0 
 fsrscorz=0.d0 

 
Задание свойств среды в funcprp.f : 
 

Плотность function fden(press,tmpr,iflr,sumcm) 
 
c---- Air 
       fden=0.96737341d0-0.00028655237d0*tmpr-1463.8211d0/tmpr+ 
                46843.588d0/t**1.5-347974.74d0/tmpr**2  

 
Ламинарная вязкость function fvis(tmpr,iflr) 
 
c---- Air 
      fvis=-9.2014393d-6+4.4397544d-9*tmpr-1.4046401d-
14*tmpr**2.5+ 
                3.2787496d-16*tmpr**3+1.5276332d-6*sqrt(tmpr)          
 
Универсальная газовая постоянная 
 
c---- Luft R=287.1 J/(Kg K) 
      if (nfr.eq.1) rgas=287.1d0 
  
 
 
 
 



 101

Теплопроводность function flam(tmpr,iflr) 
 
c---- Air 
      flam=0.042491107d0+1.4835066d-6*tmpr**1.5-8.5222871d-12* 
                tmpr**3-0.41142788d0/sqrt(tmpr) 
 
Теплоемкость function fcp(tmpr,iflr) 
 
c---- Air 
      fcp=-0.014860411d0+8.3859987d-10*tmpr**2.5- 
              1.7304405d-11*tmpr**3+0.002323523d0*sqrt(tmpr) 
 
Коэффициент теплового расширения function fbeta(tmpr,iflr) 
 
c---- Air 
      fbeta=3.421d-3  
Шероховатость стенки function frks(x,y,z,iflr,igb,ifa) 
 
c---- Alle Waende sind glatt: 
      frks = 0.d0 
c 
c---- Alle Waende haben die gleiche Rauhigkeit: 
c     frks = 0.001d0 
  
Коэффициент диффузии function fmixdiff(t,iflr,imphi) 
        

if (imphi.eq.1) fmixdiff=0.0003d0 
       if (imphi.eq.2) fmixdiff=0.0003d0 
 
Число Шмидта function fschmidtt() 
        

fschmidtt=0.9d0 
  
 Плотность реактантов (кинетическое горение) function frhoun(f) 

 
       frhoun=1.0d0 
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Температура реактантов (кинетическое горение) function ftun(f) 
 

       ftun=300.0d0 
 

Скорость ламинарного горения (кинетическое горение) function 
fulamburn(n,f) 

 
       fulamburn=0.5d0 
 
Безразмерный коэффициент расширения (T_burn - T_unburn) / 
T_unburn (кинетическое горение) function fexprat(n,f) 
       

fexprat=6.0d0 
 
Запуск программы осуществляется командой fastest3d. 
 
 4.5. Вывод результатов 
 

Визуализация результатов может осуществляться в 
программах CFView или Tecplot. Подробно о работе программ 
визуализации изложено в специализированной литературе. Кроме 
того, можно использовать свободно распространяемую с ОС Linux 
программу GNUplot. Информацию об этой программе можно найти 
в руководстве по Linux или в интернете. 

Для вывода результатов можно использовать встроенные 
подпрограммы: 

- вывод после первого шага subroutine usrini; 
- вывод перед каждым временным шагом ( при стационарном 

течении перед вычислениями) subroutine usrtim; 
- вывод после каждого временного шага (при стационарном 

течении в конце вычислений) subroutine util. 
Пример вывода в subroutine util: 
 

c === channel flow === 
c ===  Re=12300    === 
 
      integer npoint 
      parameter (npoint=30) 
      integer icell,ipoint 
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      real*8 minabstand,abstand 
      real*8 xst,xend,yst,yend,zst,zend,ddl 
      real*8 xline(1:npoint),yline(1:npoint),zline(1:npoint) 
      real*8 ypoint,upoint,vpoint,wpoint 
 
c --------- Profile at x/h=95 --------------- 
c     start and end coordinates 
      xst=12.0d0 
      xend=12.0d0 
      ddl=(xend-xst)/dfloat(npoint-1) 
      xline(1)=xst 
      do ipoint=2 , npoint 
         xline(ipoint)=xline(ipoint-1)+ddl 
      enddo 
      yst= 0.0d0 
      yend=0.127d0 
      ddl=(yend-yst)/dfloat(npoint-1) 
      yline(1)=yst 
      do ipoint=2 , npoint 
         yline(ipoint)=yline(ipoint-1)+ddl 
      enddo 
      zst=0.025d0 
      zend=0.025d0 
      ddl=(zend-zst)/dfloat(npoint-1) 
      zline(1)=zst 
      do ipoint=2 ,npoint 
         zline(ipoint)=zline(ipoint-1)+ddl 
      enddo 
 
      open(1,file='res/channel.dat') 
      write(1,*)'#Profile at axial position x=12m' 
      write(1,*)'#h, u, uu, uv, vv, ww, te ed' 
      do ipoint = 1 , npoint 
         minabstand=1d+0 
c   looking for the nearest point 
         do icell=1,nxyza 
c   check the distance 
            abstand=sqrt((xc(icell)-xline(ipoint))**2+ 
     &           (yc(icell)-yline(ipoint))**2+ 
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     &           (zc(icell)-zline(ipoint))**2) 
c   update min. distance if necessary 
            if (abstand.lt.minabstand 
     &           ) then 
               minabstand=abstand               
c --- y 
               ypoint=yc(icell) 
c --- u 
               upoint=u(icell) 
            endif 
         enddo 
         write(1,'(10(e14.7,1x))') 
     &         ypoint , upoint 
      enddo 
      close(1) 

 
4.6. Пример расчета 
 
В качестве примера расчета выбрана наиболее простая 

конфигурация – течение в канале. Более сложные конфигурации 
рассмотрены во второй части учебного пособия «Расчет и 
моделирование турбулентных течений с теплообменом, 
смешением, химическими реакциями и двухфазных течений в 
программном комплексе Fastest-3D». 

Ввод параметров канального течения в FASTEST-3D в 
качестве примеров приведен в главах 4.3-4.5. 

Канал представляет собой две горизонтальные пластины, на 
боковых стенках приняты условия симметрии; таким образом, 
данный канал является двухмерным (рис. 4.2).  

 

 
Рис. 4.2. Двухмерный канал 
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Длина канала составляет 100h , где h - ширина канала. Такая 
длина выбрана для формирования полностью развитого 
турбулентного течения. Число Рейнольдса составляло Re 13700= . 
Количество контрольных объемов 6000CV = . Для сравнения 
численного расчета использованы экспериментальные данные [31]. 
Экспериментальные данные хранятся в файле exp_channel.dat.  

 На рис. 4.3 приведены результаты сравнения численных 
данных, полученных с WJ моделью, с экспериментальными 
данными. Время расчета на системе AMD Athlon 2000+ составляет 
2 мин. 20 сек. 

 

 
 

Рис. 4.3. Профиль скорости 
 

Как видно, модель WJ показывает вполне удовлетворительное 
совпадение с экспериментальными данными для простого 
канального течения. 
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Приложение  
 

Табл. П.1.
 Используемые модельные уравнения. 

 
Назв. 
 ур-я 

Назв. 
мод. 

Дифференциальные уравнения 

Осредненные уравнения по Рейнольдсу 
 

массы 
 
- 0i

i

u
x

∂
=

∂
 

 
импульса 

 
- 

1i ji i
ij i

j i j j

u u uu p g
t x x x x

ν τ
ρ

⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂
+ = − − + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

 
скаляра 

 
- 

1
j j

j j j
u D u S

t x x x
φ φ φ φ

ρ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′+ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

Осредненные уравнения для частиц (метод Лагранжа) 
координ. - p

p
d x

u
dt

=  

движен. - 
...p

A g vm Sa M Pp
du

m F F F F F F
dt

= + + + + + +  

вращен. - p
p i

d
I T

dt
ω

=∑  

Осредненные по Фавру 
 

массы 
- 

0i

i

u
t x

ρρ ∂∂
+ =

∂ ∂
 

 
импульса 

- j ii i
i ij

j i j j

u uu up u u g
t x x x x

ρρ
ρν ρ ρ

⎛ ⎞∂∂ ∂∂ ∂ ′′ ′′+ = − − + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 
скаляра 

- j
j

j j j

u
D u

t x x x φ
ρ φρφ φρ ρ ρ φ ω

⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂ ′′ ′′+ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

Стандартные модели 
турбул. 
энергии 

 
к ε−  

i t
j ij

j j j k j

k k u ku
t x x x x

μ
ρ ρ τ ρε μ

σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
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Продолжение табл. П.1.

скорости 
диссип. 

 2

1 2
i t

j ij
j j j j

uu c c
t x k x k x xε ε

ε

με ε ε ε ερ ρ τ μ
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

турбул. 
энергии ( )* *i

j ij t
j j j j

k k u ku k
t x x x x

ρ ρ τ ρβ ω μ σ μ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = − + +⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

 
удел. 

скорости 
диссип. 

 
 

к ω−  

( )2i
j ij t

j j j j

uu
t x k x x x
ω ω ω ωρ ρ α τ βω μ σμ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + +⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
 

турбул. 
энергии ( )*i

j ij k t
j j j j

k k u ku k
t x x x x

ρ ρ τ β ρ ω μ σ μ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = − + +⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

 
удел. 

скорости 
диссип. 

 
 
 

SST 

( )2

1 2
12(1 )

i
j ij t

j j j j

j j

uu
t x k x x x

kF
x x

ω

ω

ω ω ω ωρ ρ α τ βρω μ σ μ

ωρσ
ω

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + + +⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∂ ∂

+ −
∂ ∂

 

Нелинейные модели 
 
 
 
 

анизотр. 
RST 

 
 
 
 

CLS 

( )

( )

2
1 2

2 2 2
3 4 2

2 2
5 62 2

7 2

1
3

1
3

2
3

t t t
s

t t

t t
ij jk ki

t
ij jk ki

a S c S II I c S S
k

kc II I c S S

k kc S S IVI c S S S

kc S

ν ν ν
ε ε

ν ν
ε ε
ν ν
ε ε
ν
ε

Ω

⎛ ⎞= − + − + Ω −Ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+ Ω − + Ω −Ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞+ Ω −Ω − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ Ω Ω

 

  
анизотр. 

RST 

 
 

GL 
( )

2

1 2

2
2

3
1
3

t

t
s

ka c S c S S

c S II I

μ μ

μ

ν
β β
ε ε

ν
β

ε

⎛ ⎞= − − Ω −Ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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 Продолжение табл. П.1. 
 

EARSM 
 
 
 

явная 
форма 
анизотр. 

RST  

( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2
1 2 3

2 2
4 5

2 2 2 2 2 2
6 7

2 2 2 2 2
8 9

2 2 2 2
10

1 1
3 3

2 2
3 3

sa S S II I II I

S S S S

S S IVI S S VI

S S S S S S

S S

β β β

β β

β β

β β

β

Ω
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + Ω − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ Ω −Ω + Ω−Ω +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ Ω −Ω − + Ω +Ω − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ Ω − Ω + Ω Ω −Ω Ω +

+ Ω Ω −Ω Ω

 

ур-е 
переноса 
анизотр. 

RST 

 
 
 
 
 

WJ, 
LRR, 
SSG, 
GS 

( )3 4 1

2
2
3

ij ij ik kj ik kj

ik kj ik kj ij ik ki

PA A a A S a a

A a S S a a S

ε

δ

⎛ ⎞+ = − + Ω −Ω −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞− + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Модели рейнольдсовых напряжений 
ур-е 

переноса 
RST 

 

( )1

2

i j k i j i i
i k j k

k k k

i j
i j k i jk j ik

k k

j ji i

j i k k

u u u u u u uu u u u
t x x x

u u
u u u p u p u

x x

u uu up
x x x x

δ δ ν
ρ

ν
ρ

′ ′ ′ ′∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂′ ′ ′ ′+ = − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⎡ ⎤′ ′∂ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− + + − +⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂′ ∂ ∂
+ + − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Низкорейнольдсовые модели 
турбул. 
энергии 

i tj ij
j j j k j

k k u ku
t x x x x

μ
ρ ρ τ ρε μ

σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

скорости 
диссип. 

 
 
 

к ε−  2

1 1 2 2
i

j ij
j j

t

j j

uu c f c f E
t x k x k

x x

ε ε

ε

ε ε ε ερ ρ τ

μ εμ
σ

∂ ∂ ∂
+ = − + +

∂ ∂ ∂

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂
+ +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 



 114

Продолжение табл. П.1. 
Нелинейные модели 

 
 
 
 

анизотр. 
RST 

 

 
 
 
 

CLS 

( )

( )

1 22

2 2 2
3 4 2

2 2
5 62 2

7 2

1
3

1
3

2
3

t t t
s

t t

t t
ij jk ki

t
ij jk ki

f c f c f
a S S II I S S

k
kc f II I c f S S

k kc f S S IVI c f S S S

kc f S

μ μ μ

μ μ

μ μ

μ

μ μ μ
ε ε

μ μ
ε ε
μ μ
ε ε
μ
ε

Ω

⎛ ⎞= − + − + Ω −Ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+ Ω − + Ω −Ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞+ Ω −Ω − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ Ω Ω

 
EARSM 

 
явная 
форма 
анизотр. 

RST 
 

( )

( ) ( )

( )

2 22
1 2

2 2
1 3

2 2 2
1 4 1

2 2 2 2 2
1 6 1 9

3 4 11
3max( , )

1
3

1
2max( , )

2
3

ex
ij seq

s s

eq
s s

Ba f S II I
II II

f II I

Bf f S S
II II

f S S IVI f S S

β

β

β

β β

Ω

− ⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+ Ω − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤
+ − − Ω −Ω +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞+ Ω −Ω − + Ω Ω −Ω Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

ур-е 
переноса 
анизотр. 

RST 

 
 
 
 
 
 
 

WJ 

( )3 4 1

2
2
3

ij ij ik kj ik kj

ik kj ik kj ij ik ki

PA A a A S a a

A a S S a a S

ε

δ

⎛ ⎞+ = − + Ω −Ω −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞− + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Скалярное уравнение 
Градиентное предположение 

перенос 
скаляра 

 
- 

t
j

j
u

xφ

μ φρ ϕ
σ

∂′ ′− =
∂

 

GGDH 
перенос 
скаляра 

 

 
DH 1i t t i j

j
u C u u

x
φρ ϕ τ ∂′ ′ ′ ′− =

∂
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Окончание табл. П.1. 
 
перенос 
скаляра 

 

 
KM 1

i k k j
i t t

j

u u u u
u C

k x
φρ ϕ τ

⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ∂′ ′− = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
 

перенос 
скаляра 

 

 
AS 1 2 2

i j i k k j
i t t t

j

u u u u u u
u k C C

k xk
φρ ϕ τ

⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′ ′ ∂′ ′− = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
 

EASFM 
перенос 
скаляра 

WWJ ( )41i ij j k
k

ku c B u u
xϕ
φρ φ

ε
∂′ ′ ′ ′− = − −
∂

 

модели горения (BML) 
турбул. 
энергии ( ) i

i i j
i j

t
i

j k j u i

uk k u k u u
t x x

k pu c
x x x

ρ ρ ρ ε

μ ρμ τ
σ ρ

∂∂ ∂ ′′ ′′+ = − − +
∂ ∂ ∂

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂′′ ′′+ + −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

скорости 
диссип. 

 
 
 
 

к ε−  

( )
2

1 2

3

i t
i i j

i j j j

i
j

uu c u u c
t x k x k x x

pc u c
k x

ε ε
ε

ε

μρε ε ε ερ ε ρ μ
σ

ετ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂ ∂′′ ′′+ = − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∂′′ ′′−
∂

 
переноса 

RST 

 ( ) 2k i ji j i j
S

k k k

j jRi
i k j k ij j ik

k k u i j

u u uu u u ukC
t x x x

u pu pu u u u u c u c
x x x x

ρρ
ρ
ε

ρρ φ τ ρε
ρ

′′ ′′′′ ′′ ⎛ ⎞∂∂ ′′ ′′∂∂
+ = −⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′− + + − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
перенос 
скаляра 

 
BML 

( ) 2

2
2

1
2

k jj j
S

k k k

j jS c
i j k cj j

k k u i

u u cu c u ckC
t x x x

u pcu c u u c c u c
x x x c

ρρ
ρ
ε

ωρρ φ τ
ρ

′′ ′′ ⎛ ⎞∂′′ ′′ ′′ ′′∂ ∂∂
+ = −⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′− + + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠′′⎝ ⎠

 
Модельные коэффициенты, демпфирующие функции и другие 
параметры в табл. П. 1 приведены в соответствующих главах. 
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Табл. П.2. 
Время расчета для различных RANS моделей [64] (за единицу отчета 

принята к ε−  модель). 

10-15

3-72-6

1 1-1,1 1,1-1,3

3-5

0

5

10

15

k-eps EARSM Advanced
EARSM 

RSM Low-Re
keps

Low-Re
EARSM

Low-Re
RSM

 
 


