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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
Численное моделирование течений или вычислительная 

гидрогазодинамика (CFD – Computational Fluis Dynamics) позволяет 
существенно ускорить разработку различных технических 
устройств, начиная от создания авиационных газотурбинных 
двигателей и заканчивая различной бытовой техникой. 
Использование CFD не ограничивается разработкой технических 
устройств, но и широко применяется в других областях, таких как 
моделирование атмосферных условий, моделирование 
распространения огня во время пожаров, в медицине, 
моделирование биохимических процессов и т.д. С развитием 
компьютерной техники и совершенствованием методов 
моделирования, вполне возможно  CFD займет доминирующее 
место, превосходя по использованию экспериментальные методы.  

В книге изложены теоретические основы моделирования 
турбулентных течений, процессов переноса тепла и смешения масс, 
двухфазных течений, а также процессов с горением и химическими 
реакциями. Кроме теоретической части приведена и практическая 
часть, где на реальных конфигурациях показаны преимущества и 
недостатки различных моделей на примере научного кода 
“FASTEST-3D”. “FASTEST-3D” поддерживается рядом немецких 
университетов и содержит последние достижения в области 
моделирования турбулентных течений и течений с горением. В 
книге приведено краткое описание ряда коммерческих продуктов, 
таких как Fluent, CFX, StarCD, занимающих лидирующее 
положение в промышленных расчетах. Дополнительно 
рассмотрены программы для построения геометрии и 
генерирования сетки и программы для визуализации, полученных 
результатов. Таким образом, материал, изложенный в книге, 
полностью охватывает весь процесс моделирования с практической 
и теоретической стороны. Кроме этого, приведены некоторые 
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методы разработки программного кода на примере “FASTEST-3D”. 
Автор надеется, что изложенный материал будет интересен 
студентам, научным работникам и инженерам в области  CFD. 

Автор благодарит за помощь в рецензировании монографии 
Dr.-Ing. Мальцева А. Отдельная благодарность техническому 
университету Дармштадт (TU Darmstadt) в лице Prof. Dr.-Ing. M. 
Schafer, Prof. Dr.-Ing. J. Janicka за предоставленный программный 
комплекс “FASTEST-3D”.  

Замечания и пожелания просьба присылать на электронный 
адрес alex@yun.su. 
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УСЛОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 
 
Латинские  
 

Символ 
 

Размерность Определение 

   
, , , ,I II III IV V   инварианты первого, второго и т.д. 

порядка 
ija  2

2
м

с  
компоненты тензора анизотропии 
рейнольдсовых напряжений 

iC  , ic   модельные коэффициенты 

jiC  Н  кориолисовы силы  

pc  
( )

Дж
кг×К  

удельная теплоемкость при 
постоянном давлении 

pd  м  диаметр частиц 
Dϕ   диффузионный перенос пассивного 

скаляра ϕ  
1 2,F F   весовая функция 

iF  Н  силы 
fμ , if   демпфирующие функции 

ig  
2

м
с  ускорение свободного падения 

k  2
2

м
с  

турбулентная кинетическая энергия 

k+   безразмерная турбулентная 
кинетическая энергия, kk Uτ

+ =  

l  м  характерный масштаб 
турбулентности 

p  Па  статистическое давление 
kP   член генерации турбулентности 

Pr   число Прандтля 
Prt   турбулентное число Прандтля 
R  

( )
Дж

кг×К  
газовая постоянная 

Re  число Рейнольдса 



 9

Re p   число Рейнольдса для частиц 
Ret   турбулентное число Рейнольдса 
Sc   молекулярное число Шмидта 

ijS  1
c  компоненты тензора скоростей 

деформации 
T  К  температура 
t  с  время 
, iu u  м

с  вектор скорости, компоненты 
скорости 

uτ  м
с  динамическая скорость, /w wτ ρ  

u+   безразмерная скорость 

i ju u′ ′  2
2

м
с  

компоненты тензора рейнольдсовых 
напряжений 

ju ϕ′ ′   компоненты потока скаляра 

V  3м  объем 
ix  м  декартовы координаты 

y  м  расстояние от стенки 
y+   обезразмеренное расстояние от 

стенки, /u yτ ν  
 
Греческие  
 
Символ Размерность Определение 

 
   

, , ,i i i iα β δ γ   модельные коэффициенты 

ϕΓ   молекулярный коэффициент 
диффузии пассивного скаляра, ϕ

ijδ   символ Кронекера                            
ε  2

2
м

с  
скорость диссипации 
турбулентной кинетической 
энергии 

0ε  2
2

м
с  

скорость диссипации 
турбулентной кинетической 
энергии на стенке 
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ε +  безразмерная скорость 
диссипации турбулентной 
кинетической энергии,  

4Uτ

ενε + =  

iς  м  локальные координаты 

kη  м  колмогоровский масштаб длины 
λ  

( )
Дж

с×К×м  
коэффициент теплопроводности 

ijφ   тензор перераспределения  
ϕ   величина пассивного скаляра 
κ   константа Кармана  
, tμ μ  

( )
кг

м×с  коэффициенты динамической 
молекулярной и турбулентной 
вязкости 

, tν ν  2м
с  

коэффициенты кинематической 
молекулярной и турбулентной 
вязкости        

ρ  
3

кг
м  плотность 

σ  2м  площадь     
ϕσ   турбулентное число Шмидта или 

Прандтля  
τ  с  турбулентный масштаб времени    
kτ  с  колмогоровский масштаб 

времени        
ijτ  2

2
м

с  
компоненты тензора 
рейнольдсовых напряжений 

ijΩ  1
c  компоненты тензора вектора 

завихренности  
kΩ , iω  1

c  скорость вращения 

ω   удельная скорость диссипации 
Φ   переменная 
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Операторы 
 

Оператор Определение 
 

  
( )⋅  осреднение Рейнольдса 

( )⋅  осреднение по Фавру 

( )div ⋅  дивергенция                                    
( )grad ⋅  градиент 

 
Нижний индекс 
 

Оператор Определение 
 

  
   ( )b⋅  сгоревшие компоненты 

   ( )F⋅  топливо 

( )O⋅  окислитель                                      

( )P⋅  продукт горения 
   ( )u⋅  несгоревшие компоненты 

 
Аббревиатуры 
 

Аббревиатуры                      Определение 
 

  
AS Абе, Шуга 
BML Брэй, Мосс, Либби 
CDS центрально-разностная схема (Central 

Difference Scheme) 
CFD вычислительная гидрогазодинамика 

(Computational Fluid Dynamics) 
CLS Крафт, Лаундер, Шуга 
CV контрольный объем (Control Volume) 
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DES изолированное моделирование 
крупных вихрей (Detached Eddy 
Simulation) 

DH Дейли, Харлоу 
DNS прямое численное моделирование 

(Direct Numerical Simulation) 
EARSM явная алгебраическая модель 

рейнольдсовых напряжений (Explicit 
Algebraic Reynolds Stress Model) 

EASFM явная алгебраическая модель переноса 
скаляра (Explicit Algebraic Scalar Flux 
Model) 

EDC концепция вихревой диссипации (Eddy-
Dissipation Concept) 

EVM модель вихревой вязкости (Eddy-
Viscosity Model) 

GGDH основная градиенто-диффузионная 
гипотеза (General Gradient-Diffusion 
Hypothesis) 

GL Гибсон, Лаундер 
GS Гатски, Специале 
IARSM неявная алгебраическая модель 

рейнольдсовых напряжений (Implicit 
Algebraic Reynolds Stress Model) 

KM Ким, Моин 
LES   моделирование крупных вихрей (Large 

Eddy Simulation) 
LRR   Лаундер, Рис, Роди 
LU нижняя- верхняя декомпозиция (Lower-

Upper decomposition) 
MPI Message Passing Interface 
PDF функция плотности вероятности 
RANS моделирование на базе осредненных 

уравнений Навье-Стокса (Reynolds 
Averaging based Numerical  Simulations)   

RSM модель рейнольдсовых напряжений 
(Reynolds Stress Model) 

RSFM модель рейнольсового потока скаляра 
(Reynolds Scalar Flux Model) 
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RST тензор рейнольдсовых напряжений 
(Reynolds Stress Tensor) 

SJ Съерген, Йоханссон 
SGS Шуга, Гатски, Специале 
SIMPLE полуявный метод для связи уравнений 

через давление (Semi Implicit Method 
for Pressure Linked Equations) 

SIP строгая явная процедура (Strongly 
Implicit Procedure) 

SMC замыкание второго уровня (Second 
Moment Closure) 

SSG                   Специале, Саркар, Гатски 
SST перенос сдвиговых напряжений (Shear 

Stress Transport) 
UDS разностная схема «вперед» (Upwind 

Difference Scheme) 
URANS моделирование на базе нестационарных 

осредненных уравнений Навье-Стокса 
(Unsteady RANS) 

WJ Валлин, Йоханссон 
WWJ Виркстром, Валлин, Йоханссон 
ZFK Зельдович-Франк-Каменецкий 
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РАЗДЕЛ I. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 
 
Глава 1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 

 
Изучению движения газообразных, жидких и твердых 

деформированных  тел посвящен отдельный раздел механики - 
механика сплошных сред. В механике сплошных сред за основу 
принимается гипотеза о сплошности среды. Сплошность среды 
предполагает, что в любом бесконечно малом объеме содержится 
достаточно большое число молекул, образующих континуум.  
Таким образом, среда и ее физические свойства непрерывно 
распределены в пространстве. Очевидно, что гипотеза о 
сплошности среды неприменима при очень большом разрежении. 
Раздел механики сплошных сред, изучающей движение газов или 
жидкостей, называется механикой жидкостей и газов. Механика 
жидкостей и газов в свою очередь делится на аэродинамику и 
газодинамику (в применении к сжимаемым средам) и 
гидрогазодинамику (несжимаемые среды соответственно). В 
механике жидкостей и газов используется модель сплошной 
деформируемой среды,  обладающей неограниченной 
деформируемостью (текучестью). Это свойство выражается в 
прямой зависимости касательных напряжений от скорости 
деформации сдвига. Жидкости, в которых касательные напряжения 
линейно пропорциональны скоростям деформации сдвига, 
называют ньютоновскими жидкостями. Математически это 
записывается в следующей форме: 

 

                                                   du
dy

τ μ= ,                                          (1.1) 
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где τ - касательные напряжения, μ - вязкость жидкости 

(коэффициент пропорциональности) и du
dy

- градиент скорости, 

перпендикулярный к касательным напряжениям. Жидкости, в 
которых не соблюдается пропорциональность касательных 
напряжений и скоростей деформации сдвига, называют 
неньютоновскими. Изучением неньютоновских жидкостей 
занимается общая наука о текучести - реология. 
 Для описания движения сплошной среды используются два 
метода, предложенных Лагранжем и Эйлером. Метод Лагранжа 
заключается в описании сплошной среды посредством описания 
движения индивидуализированных материальных частиц среды. 
Материальные координаты частиц ix  задаются как функции 
времени t . Индивидуализация частиц требует дополнительного 
задания значений координат каждой из них 1a , 2a , 3a  в некоторый 
начальный момент времени 0t t= . Величины ka  и t  называют 
лагранжевыми переменными.  Кинетические уравнения движения 
записываются в следующей форме 
   
                                              ( )1 2 3, , ,i ix x a a a t= .                                (1.2) 
 
В методе Эйлера, более распространенном, чем метод Лагранжа, 
задается поле вектора скорости u  с проекциями 1u , 2u , 3u , т.е. 
 
                                             ( )1 2 3, , ,i iu u x x x t= .                                 (1.3) 
 
Физически метод Эйлера заключается в описании поведения 
сплошной среды в фиксированных точках пространства, а не в 
частицах движущейся сплошной среды. Переменные ix  и t  
называют эйлеровыми переменными. Таким образом, в методе 
Лагранжа координаты ix  относятся к движущимся частицам среды, 
а в методе Эйлера к точкам пространства, с которыми в данный 
момент совпадают эти частицы, что позволяет переписать 
уравнение (1.3) в виде следующего уравнения 
 

                                          ( )1 2 3, , ,i
i i

xu u x x x t
t

∂
= =
∂

.                           (1.4) 
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Интегрируя данное уравнение можно получить  
 
                                            ( )1 2 3, , ,i ix x C C C t= ,                                (1.5) 

 
где 1C , 2C , 3C  константы интегрирования, которые можно 
исключить при помощи начальных условий при 0t t=  
 
                                            ( )1 2 3 0, , ,i ia x C C C t= .                               (1.6) 
 
В конечном итоге можно получить переходное уравнение связи 
эйлеровых и лагранжевых уравнений [4]. 
 Фундаментальные уравнения механики жидкости и газа 
основаны на универсальных законах сохранения: массы, импульса 
и энергии. За исключением некоторых случаев аналитическое 
решение данных уравнений невозможно, в частности, в случае 
турбулентных течений, вследствии их нестационарного и 
случайного характера. Альтернативой аналитическому решению 
являются численные методы решения уравнений. В инженерных 
расчетах наиболее часто используется подход, предложенный 
Рейнольдсом, в котором мгновенные значения параметров потока 
представляются в виде суммы осредненной величины (например, 
статистически стационарного течения по времени) и ее 
пульсационной составляющей. Вследствие применения процедуры 
осреднения появляются новые незамкнутые корреляции (так 
называемые рейнольдсовые напряжения), которые требуют 
моделирования. Более подробно методы моделирования 
рассмотрены в главе 2. 

 
1.1. Основные уравнения   

 
Уравнение неразрывности 

  
Интегральная форма уравнения неразрывности записывается 

как 
  

                                         0
V

I II

dV und
t σ

ρ ρ σ∂
+ =

∂ ∫ ∫ ,                            (1.7)         
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где V  обозначает фиксированный (неподвижный) контрольный 
объем для которого формулируется закон сохранения массы, σ  
площадь, ограничивающая этот контрольный объем, u  вектор 
скорости жидкости и n  единичный вектор нормальный к 
поверхности σ  и направленный наружу. Уравнение (1.7) 
показывает, что изменение массы в фиксированном объеме V  
(первый член, I) вызывается изменением потока массы через 
границы объема σ  (второй член, II). 

Использую теорему Гаусса поверхностный интеграл в втором 
члене II можно трансформировать в объемный интеграл 
  

                                      ( ) 0
V V

dV div u dV
t
ρ ρ∂

+ =
∂ ∫ ∫ .                        (1.8)    

 
В дифференциальной  форме уравнение неразрывности или 

сохранения массы [4] записывается в виде 
 

                                               0i

i
I II

u
t x

ρρ ∂∂
+ =

∂ ∂
,                                     (1.9)    

                                               
где первый член описывает нестационарность потока, второй член 
представляет собой конвективный перенос.  
 Для несжимаемых жидкостей уравнение неразрывности 
записывается в виде 
  

                                                    0i

i

u
x
∂

=
∂

,                                         (1.10) 

 
Уравнение изменения количества движения 

 
 Аналогично уравнению неразрывности записывается 
уравнение изменения количества движения в интегральной форме 

 

                                      
V

udV uund f
t σ

ρ ρ σ∂
+ = Σ

∂ ∫ ∫ ,                       (1.11) 
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где правая сторона представляет собой сумму всех сил 
(поверхностные – давление, нормальные и касательные напряжения 
и т. д.; массовые силы – гравитация, электромагнитные силы и т. д.) 
действующих на контрольный объем. 
 Среди сил учитываются поверхностные силы (действующие 
на границах контрольного объема) и массовые (действующие на 
весь объем в целом) силы 
 

                 
V V

udV uund pnd nd gdV
t σ σ σ

ρ ρ σ σ τ σ ρ∂
+ = − + +

∂ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ,   (1.12)                 

 
где g  ускорение свободного падения и τ  тензор напряжений. 
Используя теорему Гаусса к уравнению (1.12) и трансформируя 
поверхностные интегралы в объемные, а также принимая 
контрольные объемы стремящимся к бесконечности можно 
записать уравнение количества движения в дифференциальной 
форме 
 

                                 i j iji
i

j i j V
I III IVII

u uu p g
t x x x

ρ τρ ρ
∂ ∂∂ ∂

+ = − + +
∂ ∂ ∂ ∂

,                 (1.13)            

 
где первый член описывает нестационарность потока, второй- 
конвективный перенос, третий и четвертый члены- поверхностные 
силы (градиент давления и молекулярную диффузию), пятый- 
массовые силы (гравитацию).  Для ньютоновских жидкостей тензор 
напряжений по гипотезе Стокса [82] представляется в виде 
  

                                 2
3

ji k
ij ij

j i к

uu u
x x x

τ μ μ δ
⎛ ⎞∂∂ ∂

= + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
,                      (1.14) 

 
где ijδ - символ Кронекера ( 1, 0ij iji j i jδ δ= → = ≠ → = ). 

С учетом последнего соотношения (1.14), уравнение 
изменения количества движения записывается в следующем виде 
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 2
3

i j ji i k
ij i

j i j j i к

u u uu u up g
t x x x x x x

ρρ μ μ δ ρ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂

+ = − + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
,   (1.15) 

 
Проведя ряд преобразований с уравнениями (1.10 и 1.15) 

можно получить уравнение движения в форме Навье-Стокса [1].  
Для несжимаемых жидкостей и при постоянной вязкости уравнение 
Навье-Стокса [4] записывается в виде 

 

                   
21i i i

j i
j i i j

u u upu g
t x x x x

μ
ρ ρ

∂ ∂ ∂∂
+ = − + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
.                 (1.16)  

 
 В случае течений во вращающейся системе в уравнение (1.13) 
добавляются кориолисовы силы ( )2 u− Ω×  и центробежное 
ускорение: 
 

                       
*

*i j iji

j i j

u uu p f
t x x x

ρ τρ ∂ ∂∂ ∂
+ = − + +

∂ ∂ ∂ ∂
,                    (1.17)                

 
где давление *p  определяется как 

 
             ( )( ) ( )( )0.5 0.5i i к к i i к кp p x x x xρ ρ∗ = − Ω Ω + Ω Ω .     (1.18) 
 

Массовые силы с кориолисовым ускорением записываются как 
 
                                  2i i ijк j кf f e uρ∗ = − Ω ,                              (1.19) 
 

где ijкe  представляет собой перестановочный оператор 
 

                     
1 123,231,312
1 213,132,321

0
ijк

для ijk
e для ijk

другое

=⎧
⎪= − =⎨
⎪⎩

                    (1.20) 
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 Уравнения баланса энергии и пассивного скаляра 
 
 Множество течений, представляющих инженерный интерес 
имеют сложную структуру, включающее смешивание, перенос 
тепла и масс, химические реакции и т. д. Величины энергия, 
энтальпия, температура или массовая доля представляют собой 
скалярные величины. Аналогично уравнениям сохранения можно 
записать уравнение сохранения скаляра в интегральной форме  

 

                          
V

dV u nd f
t ϕ

σ

ρϕ ρϕ σ∂
+ ⋅ = Σ

∂ ∫ ∫ ,                       (1.21)   

 
где ϕ  обозначает скаляр, fϕ  обозначает вклад в перенос ϕ  через 
все неконвективные механизмы. Для однофазного течения 
достаточно принимать во внимание диффузионный перенос и 
источниковый член. Диффузионный перенос представляется 
дополнительно к конвективному (1.21) как 
 

                      
V V

dV u nd D nd S dV
t ϕ ϕ

σ σ

ρϕ ρϕ σ σ∂
+ ⋅ = ⋅ +

∂ ∫ ∫ ∫ ∫ .         (1.22) 

 
Аналогично молекулярному переносу, диффузионные перенос 

Dϕ  тепла или массы можно определить, используя закон Фурье или 
Фика соответственно. Эти законы представляют градиентное 
приближение и в общей форме записываются как  

 
                                       D gradϕ ϕ ϕ= Γ ,                                  (1.23)   
 

где ϕΓ  тепловой или массовый коэффициент диффузии скаляра ϕ .  
Подставляя диффузионный поток (1.23) в уравнение (1.22), 

используя теорему Гаусса и принимая контрольный объем 
бесконечно малым можно записать уравнение скаляра в 
дифференциальном виде 
                                  

                                       i

i i i

u D S
t x x xϕ ϕ

ϕϕ ϕ⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂
+ = +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

.                 (1.24) 



 21

 Коэффициент диффузии Dϕ  для массы записывается, как 
соотношение вязкости ν  и числа Шмидта 
 

                                                   D
Scϕ
ν

= .                                         (1.25) 

 
Число Шмидта представляет собой диффузионный аналог числа 
Прандтля и характеризует относительную роль молекулярных 
процессов переноса количества движения и переноса массы 
примеси диффузией. В совершенных газах 1Sc = , так как Dν = , в 
реальных газах оно может отличаться от 1. 

Принимая pC Tϕ = , аналогичную форму можно получить для 
дифференциального уравнения сохранения энергии 
 

                              p i p ij ii

Vj i j
I III IVII

c T u c T uq S
t x x x

τ
ρ ρ
∂ ∂ ∂∂

+ = − + +
∂ ∂ ∂ ∂

,             (1.26) 

 
первый член описывает нестационарность потока, второй- 
конвективный перенос, третий- перенос за счет теплопроводности и  

определяется законом Фурье для переноса энергии i
i

Tq
x

λ ∂= −
∂

, 

четвертый- диссипацию энергии, пятый-  приток или убытие 
энергии за счет химических реакций, радиации и т.д. 
 Для характеристики процессов переноса тепла используют 
число Нуссельта, определяемое как 

 

                                        0k

l

q lNu
q

α
λ

= = ,                                 (1.27) 

 
где kq  перенос тепла посредством конвекции, lq  перенос тепла 
посредством теплопроводности, α  коэффициент теплового 
переноса, 0l  характерная длина.  
Величина kq  определяется по формуле 
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                                                  ( )1
1

k Gq T T
x
λ

= −                                (1.28) 

  
и lq  как 
 

                                                 ( )
0

l m Gq T T
l
λ

= − ,                               (1.29) 

 
где 1x  расстояние до стенки, 1T  температура потока, GT  температура 
на стенке и  mT  средняя температура потока (рис. 1.1).  
 

 
 

Рис. 1.1. Параметры на стенке для определения числа Нуссельта. 
 

Физически, число Нуссельта характеризует интенсивность 
конвективного теплообмена между поверхностью тела и потоком 
газа (жидкости). 

Аналогичный параметр (число Шервуда) существует и для 
характеристики переноса масс, определяемое по формуле: 

 

        0d c

m

m k lSh
m D

= = ,                                      (1.30) 

 
где dm  перенос массы посредством диффузии, mm  перенос массы 
посредством молекулярной диффузии, ck  коэффициент переноса 
массы, D  коэффициент диффузии и 0l  характерная длина.  
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Для замыкания системы, к уравнениям, полученным из 
упомянутых выше законов сохранения, следует добавить 
соотношения, устанавливающие связь между свойствами жидкости. 
Примером такого соотношения может быть уравнение состояния 
идеального газа, связывающее термодинамические параметры 
жидкости: давление, плотность и температуру: 

 
                                                   p RTρ= ,                                       (1.31) 
  
 Для описания двухфазных течений и течений с горением 
требуются дополнительные уравнения, описывающие 
вышеназванные случаи. 
 

1.2. Двухфазные течения 
 
 Двухфазные течения играют важную роль в технических 
приложениях. Большинство процессов, происходящих в камерах 
сгорания в тепловых машинах, в частности воздушно- реактивных 
или автомобильных двигателях, являются двухфазными (керосин-
воздух или бензин-воздух). 

 Одна из важных характеристик двухфазных течений - 
концентрация частиц. Различают три вида концентраций частиц: 
массовую, объемную и счетную. Массовую и объемную 
концентрацию определяют по следующим формулам 

 

                                           pV
V

Σ

Σ

Φ = ,                                        (1.32) 

                                           pm
M

m
Σ

Σ

= ,                                      (1.33) 

 
где индекс pΣ  относится к объему и массе частиц, Σ  к общему 
объему и массе. Счетная концентрация представляет собой 
количество частиц. Другие параметры, для оценки характера 
двухфазных течений, а также методы моделирования, приведены в 
главе 2. 

При моделировании двухфазных течений используют два 
метода: дискретно- траекторный Эйлер-Лагранж (Euler-Lagrange) и 
многожидкостный  Эйлер-Эйлер (Euler-Euler). В первом методе 
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рассчитываются траектории и характеристики индивидуальных 
частиц в определенные промежутки времени. Т.е. для частиц 
используется метод Лагранжа, а для жидкой фазы метод Эйлера. Во 
втором методе, дискретная фаза (частицы) рассматриваются, как 
сплошная среда (континуум), а общее течение как смесь двух или 
более жидкостей.    
 Кроме вышеперечисленного, моделирование двухфазных 
течений требует дополнительных моделей для описания 
столкновений частиц, коагуляции, распада, испарения и т.д. [17], 
[19], [76].  
 

1.3. Горение 
 
 Течения в камерах сгорания тепловых машин, являются не 
только двухфазными, как было сказано выше, но и сопровождаются 
химическими реакциями (горением). В рамках данного материала 
рассмотрено только однофазное горение. Двухфазное горение 
подробно изложено в [93]. 
 Определение горения в терминах макроскопической кинетики 
дано Франк-Каменецким в [7], одной из первых работ в этой 
области:  «Горением, называется протекание химической реакции в 
условиях прогрессивного самоускорения, связанного с 
накоплением тепла или катализирующих продуктов реакции». 
Макроскопическая теория горения изучает роль  конвекции, 
диффузии и теплового переноса и их влияние на химические 
процессы. Горение можно условно разделить на три категории: 
предварительно смешанное (кинетическое), диффузионное и 
частично смешанное. 
  
 Химическая кинетика 
 
 Химическая кинетика, как элемент моделирования горения, 
предполагает, что химическая реакция происходит без учета 
эффектов течения (конвекции, диффузии). Переход реагирующих 
веществ в продукты сгорания можно упрощенно описать 
одношаговой реакцией 
 

       F O PF O Pν ν ν′ ′ ′′+ = ,                                   (1.34) 
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где F - количество молей топлива,  O - окислителя, P - продукт 
сгорания. Однако в реальности механизм окисления топлива 
представляется сложнее и может описываться сотнями 
элементарных реакций. С учетом реальной химической системы, 
для N  компонент и M  элементарных химических реакций, можно 
записать следующую систему уравнений 
 

         
1 1

N N

kj k kj k
k k

ν ν
= =

′ ′′Ψ = Ψ∑ ∑ , 1,j M= ,                      (1.35) 

 
где kΨ - символ для обозначения компоненты k  и kjν ′ , ''

kjν  молярные 
стехиометрические коэффициенты компоненты k  в реакции j . 
Система (1.35) должна удовлетворять уравнению сохранения массы 
 

                                          
1

0
N

kj k
k

Wν
=

=∑ , 1,j M= ,                             (1.36) 

 
где  kj kj kjν ν ν′′ ′= −  и kW  обозначает молекулярный вес компоненты k . 

Скорость kjω
•

 образования компоненты k  в реакции j  записывается 
следующим образом 
 

                                                 kj j k kjr Wω ν
•

= ,                                     (1.37) 
 

где jr - скорость протекания реакции j . Общая скорость kω
•

 
образования компоненты k  записывается как сумма всех скоростей 
M  элементарных реакций 
                                        

                                           
1 1

M m

k kj k j kj
j j

W rω ω ν
• •

= =

= =∑ ∑ .                          (1.38) 

 
Из (1.38) и (1.35) можно записать 
 

                                          
1 1 1

N M N

k j k kj
j j k

r Wω ν
•

= = =

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ .                         (1.39) 
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 Скорость протекания реакции jr  находится как разность 
между скоростями протекания прямой и обратной реакции 
 
                                                 , ,j f j b jr r r= − ,                                    (1.40) 
 

где , , 1

kj

N k
f j f j k

k

Yr K
W

ν
ρ

′

=

⎛ ⎞
= Π ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, , , 1

kj

N k
b j b j k

k

Yr K
W

ν
ρ

′′

=

⎛ ⎞
= Π ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  Скорости прямой 

и обратной реакции ,f jK , ,b jK  находятся из закона Аррениуса: 
 

                                      , ,
, , expf jn f j

f j f j

E
K A T

RT
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,                      (1.41) 

 
имеющей три эмпирических параметра: предэкспоненциальный 
коэффициент ,f jA , температурный коэффициент ,f jnT  и энергия 
активации ,f jE . Скорость обратной реакции ,b jK  находится обычно 
из скорости прямой реакции и константы равновесия 
 

                          1

1
0 0

, , exp

N

kj
k j ja

b j f j

S HpK K
RT R RT

ν
=

−
⎡ ⎤∑ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞⎢ ⎥= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

,          (1.42) 

 
где ap  соответствует окружающему давлению, 0

jSΔ , 0
jHΔ - 

изменение энтропии и энтальпии во время реакции.  
 Задачей химической кинетики является нахождение наиболее 
важных компонент и реакций в уравнении (1.35), а также и 
определение эмпирических параметров в (1.41). Ряд различных 
схем решения данных задач приведены в [7]. Как упоминалось 
выше, горение делят на три вида. Рассмотрим каждое из них 
подробнее. 
 
 Диффузионное горение 
 
 Особенностью данного горения является, то, что топливо и 
окислитель не смешиваются перед областью, где происходит 
процесс горения. Смешение реагирующих веществ является 
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главным фактором, регулирующим процесс диффузионного 
горения. Горение происходит в ограниченной области, где топливо 
и окислитель находятся приблизительно в стехиометрическом 
соотношении. Вокруг этой зоны располагаются зона «богатой» 
смеси и зона «бедной» смеси.  
   В отличие от кинетического горения, которое будет 
рассмотрено ниже, диффузионное пламя не может 
распространяться против течения. Кроме этого к диффузионному 
пламени нельзя применить определение «толщины» пламени. 
Диффузионное горение широко применяется в технике, например в 
дизельных двигателях.  Устройства с диффузионным горением 
проще проектировать, они также являются более безопасными. 
Однако эффективность такого горения ниже по сравнению с 
кинетическим горением, так как смешение или скорость смешения 
ограничивает скорость, с которой могут происходить химические 
реакции. В современных стационарных газотурбинных установках 
такое горение применяется в основном для стабилизации основного 
пламени на режиме запуска. 
 Главным недостатком диффузионного горения является 
невозможность управления температурой горения и соответственно 
выбросами xNO . Топливо может быть смешано с азотом или 
выхлопными газами, но максимальная температура горения всегда 
сохраняется в зоне стехиометрического смешения, где и 
формируется  в основном xNO .  
 Простейшая модель диффузионного горения основана на 
введении так называемой смешиваемой доли (mixture fraction), 
записываемой в следующем виде 
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,                                    (1.43) 

  
где zα  обозначает массовую долю элемента α . 
 Для смешиваемой доли решается уравнение баланса, 
аналогичное уравнению для скаляра (1.26), без источникового 
члена 
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 Простейшее описание диффузионного горения, 
представленного выше, было предложено Швабом и Зельдовичем 
[7]. Такой подход позволяет описать полную структуру 
диффузионного пламени при помощи только одной переменной.  
 

 
 

Рис. 1.2. Одномерное описание диффузионного горения. 
 

На рис. 1.2 представлена идеализированная одномерная структура 
диффузионного горения в значении одной переменной. В этом 
случае концентрация компонент, температура и плотность является 
функцией смешиваемой доли: ( )k kY Y ξ= , ( )T T ξ= , ( )ρ ρ ξ= , в то 
время как смешиваемая доля является функцией от времени и 
координат в пространстве ( ), it xξ ξ= . Для нахождения первых трех 
функций используются ряд различных моделей химической 
кинетики [7], [93].   
 
 Кинетическое горение 
 
 В отличие от диффузионного горения, при кинетическом 
горении топливо и окислитель уже смешаны, перед тем как попасть 
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в зону горения, поэтому иногда его называют предварительно 
смешанным горением. Схематически, это показано на рис. 1.3 для 
идеализированного одномерного горения. Впервые такое 
представление было введено Зельдовичем и Франк-Каменецким [7].     
Характерно увеличение температуры газа T  вдоль оси x  от 
минимального значения 0T  (реагенты) до максимальной 
температуры maxT . Фронт пламени, определенный как зона 
значительного изменения температуры, состоит из двух основных 
частей: предварительная зона, где диффузия тепла и масс наиболее 
интенсивна, пока химические реакции еще не начаты и зона 
реакций, где скорость реакций резко возрастает, а потом падает, в 
этой зоне химические процессы превалируют над диффузионными 
процессами. 
 

 
 

Рис. 1.3: Одномерное описание кинетического горения. 
 
 После зоны реакции расположена зона догорания с 
незначительным образованием тепла и включающей в себя только 
медленные реакции, происходящие при высокой температуре, 
достигнутой в зоне реакций. 
 Ниже изложены основные принципы, сформулированные 
Зельдовичем, Франк-Каменецким и Карманом (ZFK) для описания 
кинетического горения: 
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 - зона реакций расположена в зоне высоких температур и 
имеет температуру близкую к  maxT ; 
 - толщина зоны реакций lδ  приблизительно на порядок 
меньше толщины фронта пламени fl ; 
 - фронт пламени распространяется в направлении реагентов со 
скоростью s . Эта скорость пропорциональна квадратному корню 
скорости реакции (1.41) при maxT T=  и термической диффузии [7] 
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данное уравнение показывает природу распространения пламени, 
его связь с  кинетикой выделения тепла и с переносом тепла из 
горячих слоев в холодные; 
 - максимальная температура горения maxT  равна 
адиабатической температуре химических реакций и может быть 
определена независимо от теории распространения пламени из 
термодинамического равновесия. 
  
 Частично смешанное горение 
 
 Во многих камерах сгорания условия течения таковы, что 
горение невозможно классифицировать, ни как диффузионное, ни 
как кинетическое в чистом виде. Такое смешанное горение 
называется частично смешанным. Питерс в [60] определил такое 
горение так  «… если топливо и окислитель входят раздельно, но 
частично перемешиваются вследствии турбулентности перед 
горением, турбулентное пламя распространяется через 
многослойное смешение. Такой тип горения традиционно называют 
частично смешанным горением…».    
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Рис. 1.4. Пример смешанного горения. 
 

На рис. 1.4, схематично, приведен один из примеров частично 
смешанного горения, так называемое струйное горение или тройное 
горение. Из центрального сопла подается топливо, снаружи 
подсасывается воздух. На границе стехиометрического смешения 
происходит диффузионное горение. При достаточно высоких 
скоростях истечения топлива из сопла возможно растяжение, а 
потом и разрушение структуры диффузионного горения. В этой 
области реагенты смешиваются друг с другом без горения и пламя 
стабилизируется («сдувается») ниже по течению струи. 
Стабилизация пламени происходит в точках, где скорость течения и 
скорость кинетического горения находится в равновесии и 
характеризуется длиной «отрыва». Таким образом, одновременно 
около этих точек образуется три зоны: диффузионного горения, 
«бедного» кинетического горения, «богатого» кинетического 
горения.  

Процессы горения, протекающие в реальных камерах 
сгорания газотурбинных двигателей, являются более сложными, 
чем приведенные выше. В настоящее время пока нет полного 
понимания процессов, происходящих при турбулентном горении в 
сложных конфигурациях.  
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1.4. Турбулентность 
 
 Большинство ньютоновских течений, представляющих 
интерес в технических приложениях, являются турбулентными. 
Питер Брэдшоу во вступлении книги «Турбулентность» написал: 
«один неоспоримый факт о турбулентности это то, что 
турбулентность наиболее сложное из движения жидкости».  
 Следуя Рейнольдсу (1883), возможно характеризовать 
состояние течения числом Рейнольдса, определяемой по 
следующей формуле: 
 

                                               0 0Re l u
ν
⋅

= ,                                         (1.46) 

 
здесь 0l - характерная длина, 0u - характерная скорость, ν - 
коэффициент кинематической вязкости.  Число Рейнольдса 
характеризует соотношение между инерционными и вязкостными 
силами.  Если это соотношение мало, т. е. инерционные силы 
сравнимы с вязкостными, течение имеет упорядоченную структуру, 
представляя собой ламинарное течение. На рис. 1.5 показано 
ламинарное течение при обтекании профиля.  
 

 
 

Рис. 1.5. Ламинарное течение при обтекании профиля. 
 
Если соотношение велико, т. е. инерционные силы превалируют 
над вязкостными, течение является нестабильным и  возмущения 
разрушают упорядоченную структуру, присущую ламинарному 
течению, приводя к турбулентной структуре течения. На рис. 1.6 
показана генерация турбулентности в канале за решеткой. 
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Рис. 1.6. Генерация турбулентности за решеткой. 
  
 Турбулентное течение можно представить как множество 
вращающихся в разные стороны и в разных плоскостях вихрей.  
Большие вихри переходят в маленькие вихри,  в свою очередь 
маленькие вихри, размеры, которых немного превышают длину 
молекулярного пробега, рассеивают энергию в тепло посредством 
молекулярной вязкости. Этот процесс впервые был математически 
описан Колмогоровым [45] и назван энергетическим каскадом.  
Возможен и обратный процесс образования крупных вихрей из 
малых вихрей, получивший название обратный распад. Другой 
исследователь турбулентности Ричардсон (1922) написал 
небольшой стих, описывающий каскадный характер турбулентного 
течения: 
 

Big whirls make little whirls 
Which feed on their velocity, 

Little whirls have smaller ones 
And so on into viscosity. 

 
В переводе (автор неизвестен): 
 

В поток бурлящий бросив взгляд, 
Вихрей увидишь там каскад: 

Меньшой у большего энергию берет, 
Пока мельчайших вязкость не сотрет. 

 
Определяя длину волны λ  обратно пропорционально размеру 
вихря l  как 
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                                                  2
l
πλ =                                             (1.47)                

 
можно представить спектр турбулентной кинетической энергии, 
как функцию от длины волны (рис. 1.7). 
 

 
 
Рис. 1.7. Спектр турбулентной кинетической энергии в зависимости 

от длины волны. 
 
Спектр турбулентной кинетической энергии имеет три характерные 
зоны: область маленьких длин волн, содержащий крупные вихри, 
несущих большую часть кинетической энергии, инерционная зону, 
где под воздействием инерционных сил крупные вихри 
распадаются на более мелкие и область больших длин волн 
образующих диссипативную зону, где мельчайшие вихри 
диссипируют в тепло под воздействием сил трения.   

Итак, турбулентному течению, присущи следующие свойства: 
- случайный характер во времени и пространстве, 
- нестационарность, 
- трехмерность, 
- диссипативность, 
- вихревой характер. 

Описание турбулентности возможно с помощью 
вероятностных законов, используя функцию плотности 
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вероятности [92]. Однако в рамках данного пособия, 
рассматриваются только осредненные параметры (скорость, 
давление, плотность и т.д.) течения, поэтому в дальнейшем 
рассмотрены следующие методы описания турбулентности: DNS, 
LES, RANS и некоторые их модификации (DES, URANS). 
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Глава 2. МОДЕЛИРОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНЫХ 

ТЕЧЕНИЙ 
 
На рис. 2.1 показаны отличие трех упомянутых в первой главе 

методов исследования турбулентных течений в разрешении по 
времени.  

 

 
 

Рис. 2.1. Методы исследования турбулентных течений в 
разрешении по времени. 

 
Как видно DNS и LES позволяют получить информацию о 

нестационарных эффектах турбулентного течения, RANS 
оперирует осредненными величинами. Для моделирования 
нестационарных явлений в RANS используется URANS методика 
[97]. 

В табл. 2.1 приведены основные недостатки и преимущества 
моделей и подходов для исследования турбулентных течений. 
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I. DNS учет всех структур, присущих турбулентным 

течениям; сверх- высокие требования 
компьютерным  ресурсам. 

II. LES учет крупных структур, присущих турбулентным 
течениям, высокие требования к компьютерным 
ресурсам.  

III. RANS  
первого 
порядка 

 

алгебраиче
ские 

эмпирическая информация, простота 
калибрирования; привязка к определенным видам 
течений. 

с одним 
диф. урав. 

полуэмпирическая информация; простота 
калибрирования; учет ряда эффектов, присущих 
турбулентным течениям. 

с двумя 
диф. урав. 

не требуют эмпирических оценок для каждого 
теченияя; изотропная турбулентная 
вязкость/диффузия. 

нелинейные анизотропная турбулентная вязкость/диффузия;  
учет многих эффектов, строгая привязка к 
калибровочным коэффициентам при нелинейных 
членах. 

EARSM/ 
EASFM 

анизотропная турбулентная вязкость/диффузия;  
учет многих эффектов турбулентности; нахождение 
коэффициентов при нелинейных членах из 
упрощенного алгебраического уравнения, получаемого 
из моделей второго порядка. 

второго 
порядка 

 

RSM/RSFM учет многих эффектов; сложны; требуют решения 
7/3 дополнительных нелинейных дифференциальных 
уравнений для компонент тензора рейнольдсовых 
напряжений и скалярного переноса.  

 
Табл. 2.1. Основные существующие модели турбулентности и 
стратегии моделирования [97]. 
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2.1. Прямое численное моделирование (DNS) 
 

Прямое численное моделирование (DNS) предполагает 
решение полных нестационарных уравнений Навье-Стокса и 
уравнения неразрывности, это означает, что не требуется 
дополнительного моделирования и происходит учет всех эффектов 
присущих течению. В DNS все физические и химические масштабы 
длины и времени должны быть разрешены на численной сетке и во 
временных шагах. 

Трудности DNS заключаются в ограниченности 
компьютерных ресурсов. Количество требуемых сеточных узлов и 
временных шагов существенно превосходят современные 
вычислительные мощности. Размер ячейки должен удовлетворять 
колмогоровскому масштабу длины 
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А временной шаг колмогоровскому масштабу времени  
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Ниже представлена табл. 2.2, показывающая зависимость 

времени расчета от числа Рейнольдса для канала [55]. 
 

Re 5⋅103 5⋅104 5⋅105 5⋅106 5⋅108 
200 
Mflop/s 

68 дн. 444 дн. 610 лет ∞ ∞ 

1 Tflops/s 13 дн. 88 дн. 122 
года 

∞ ∞ 

 
Табл. 2.2. Время расчета турбулентного течения в 

канале с DNS при различных числах Рейнольдса [55]. 
 
 Очевидно, что DNS позволяет получать результаты при 
современном развитии вычислительной техники только при малых 
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числах Рейнольдса. Кроме этого существуют проблемы постановки 
граничных условий. Для описания случайного характера 
турбулентного течения необходимо адекватное задание 
нестационарных входных и выходных условий. С практической 
точки зрения, статистика, полученная с DNS, может быть 
использована для тестирования и калибровки моделей, 
базирующихся на осредненных уравнениях Рейнольдса. 
 

2.2. Моделирование крупных вихрей (LES) 
 
 При моделировании крупных вихрей, крупные вихри 
напрямую разрешаются на численной сетке и времени, а 
мельчайшие вихри подсеточного масштаба моделируются. 
Основной предпосылкой такого подхода является то, что 
наибольшие вихри несут максимум рейнольдсовых напряжений и 
должны быть рассчитаны. Мелкие же вихри содержат низкие 
значения рейнольдсовых напряжений, кроме того, 
мелкомасштабная турбулентность близка к изотропной и имеет 
близкие к универсальным характеристики, в большей степени 
подающиеся моделированию. 
 Основное отличие LES от DNS заключается в концепции 
процедуры фильтрования для  LES, т. е. разделения 
мелкомасштабных и крупных структур. Математически разделение 
величины φ  на крупные структуры φ  и мелкие структуры φ  через 
обобщенный фильтр  [88], записывается как 
 
                                                  φ φ φ′= + ,                                          (2.3)  
                               ( ) ( ) ( )* * 3 *, ,x t x x t G x d xφ φ= −∫∫∫ .                    (2.4) 
  
Фильтрующая функция G  нормализуется как  
 
                                        ( ) 3, 1G x dξ ξ− Δ =∫∫∫ ,                                 (2.5) 
 
здесь ( )

1
3x y zΔ = Δ Δ Δ  ширина фильтра. 

Выбор функции для фильтра один из центральных пунктов в 
моделировании крупных вихрей [88]. Ниже приведенны некоторые 
из широко используемых фильтров. 
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Осредненный по объему коробочный фильтр 
 

                               ( )
3

1 , 2;
0, 2

i
i i

i
i i

xx
G x

xx

ξ
ξ

ξ

Δ⎧ − <⎪ Δ− Δ = ⎨
Δ⎪ − >⎩

.                   (2.6) 

 
Фильтр Гаусса: 
 

                              ( )
3 22

2 2

6; exp 6 i ix
G x

ξ
ξ

π

⎛ ⎞−⎛ ⎞− Δ = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.            (2.7) 

  
Сокращенный фильтр Фурье: 
 

                                ( ) ( )
( )

3

3
1

in1; i i

i i i

s x
G x

x
ξ

ξ
ξ=

− Δ
− Δ =

Δ − Δ∏ .                   (2.8) 

 
Существует множество других фильтров, однако все фильтры 
вводят масштаб Δ , который представляет наименьший масштаб 
турбулентности, допустимый фильтром.  

Отфильтрованные уравнение Навье-Стокса и уравнение 
неразрывности имеют следующий вид  
 

                                                  0i

i

u
x
∂

=
∂

,                                             (2.9) 

                           
21 SGS

i j iji i

j i j j j

u uu up
t x x x x x

τ
ν

ρ
∂ ∂∂ ∂∂

+ = − + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

,              (2.10) 

 
где подсеточные напряжения SGS

ijτ  вычисляются по следующей 
формуле 
 
                                              SGS

ij i j i ju u u uτ = − .                                (2.11) 
 
Член i ju u  является новым неизвестным, который показывает 
влияние мельчайших структур. Сокращение SGS  (Sub Grid Stress- 
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напряжения подсеточного масштаба)  подчеркивает, что  SGS
ijτ  

играет схожую роль в отфильтрованных уравнениях, как тензор 
рейнольдсовых напряжений в RANS. Иногда SGS

ijτ  называют 
тензором напряжений мельчайших струкур.  

 
2.2.1. Модель Смагоринского 
 
Большинство моделей подсеточного масштаба, основываются 

на предположении о вихревой вязкости и влияние мельчайших 
структур на крупные структуры учитывается прибавлением  
турбулентной вязкости tμ  

 
                                     eff tμ μ μ= + .                                        (2.12) 
 

Для неизвестного подсеточного тензора напряжений SGS
ijτ  

используется следующее модельное уравнение 
 

                    mod mod1 1 2
3 3

SGS SGS
ij kk ij ij kk ij t ijSτ τ δ τ τ δ μ− ≈ − = .            (2.13) 

 
Тензор скорости деформации выражается через крупные структуры 
как 

 

                                  1
2

ji
ij

j i

uuS
x x

⎛ ⎞∂∂
= −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

.                               (2.14)       

 
Существует множество моделей для определения 

турбулентной вязкости tμ . Первая модель для подсеточных 
напряжений была предложена Смагоринским [73]. По аналогии с 
моделью Прандтля (см. подглаву 2.3.2) турбулентная вязкость 
моделируется как 

 
                                          2

t ijl Sμ = ,                                      (2.15) 
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где ij ij ijS S S= , а l  представляет собой масштаб турбулентности. 
Для определения масштаба турбулентности используют ширину 
фильтра с коэффициентом пропорциональности sC  

 
                                         sl C= Δ .                                           (2.16) 
 
Коэффициент пропорциональности sC  носит название 

константы Смагоринского. Также как и в моделе смешения 
Прандля (глава 2.3.2) коэффициент пропорциональности sC  можно 
скалибрировать. Диапазон выбора sC  для различных течений 
колеблется от 0.1 до 0.24. Обычно выбирается 0.1sC = . 

Модель Смагоринского отличается простотой и хорошей 
сходимостью вследвии ее диссипативности.  Однако имеются и 
значительные недостатки, Например, правильный выбор константы 

sC . Так как модель базируется на статистистическом анализе, 
невозможно наблюдать нестационарные эффекты между 
разрешенными крупными структурами и подсеточными 
масштабами, как например, при кратковременных переходах 
турбулентной кинетической энергии от мелких структур к крупным 
(back-scattering). Другой недостаток, модель Смагоринского не 
делает различий между турбулентными и ламинарными 
градиентами, так что в переходных зонах незначительные 
возмущения демпфируются, и не наблюдается перехода от 
ламинанарного к турбулентному течению. Обойти данные 
недостатки позволяет модель, использующая динамическую 
процедуру, предложенную Германо [59]. 

 
2.2.2. Модель Германо 

 
В модели Германо коэффициент пропорциональности sC  

рассчитывается с помощью динамической процедуры. Идея 
динамической процедуры базируется на предположении о схожем 
характере малых вихрей крупных структур и вихрей подсеточного 
масштаба. Таким образом, появляется возможность оценить 
коэффициент пропорциональности (по названию модели константа 
Германо) из разрешенных крупных структур. Динамическая 
процедура не зависит от используемой модели для подсеточных 
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структур. Для осуществления данной процедуры используют два 
фильтра: обычный и тестовый. При тестовой фильтрации 
отделяется часть крупных структур, которые рассматриваются как 
новые отфильтрованные мельчайшие структуры из которых можно 
найти значения обычных отфильтрованных мельчайших структур 

SGS
ijτ . Таким образом, в области между нормальным фильтром Δ  и 

тестовым фильтром Δ  находится необходимая информация для 
явного нахождения мельчайших структур и их сравнения с 
модельными. 

Уравнение импульсов при тестовом фильтровании 
записывается как 
 

                        
21 SGS

i j iji i

j i j j j

u u Tu up
t x x x x x

ν
ρ

∂ ∂∂ ∂∂
+ = − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
,                (2.17)   

 
где подсеточные напряжения SGS

ijT  вычисляются по следующей 
формуле 
 
                                             SGS

ij i j i jT u u u u= − .                                 (2.18) 
 
Нормальные мельчайшие структуры из уравнений 2.11 и 2.18 для 
тестового фильтра можно записать как 
 
 
                                             SGS

ij i j i ju u u uτ = − .                                 (2.19) 
 
Из двух последних соотношений можно записать 
 
                                     SGS

i jij ij ij i jL T u u u uτ= − = − .                         (2.20) 
 
Для разрешения мелких структур для обоих фильтров используется 
модель Смагоринского 
 

                                      21 2
3

SGS SGS
ij kk ijC S Sτ τ− = − Δ ,                        (2.21) 
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21 2

3
SGS SGS

ijij kkT T C S S− = − Δ .                        (2.22) 

 
В обоих уравнения (2.21) и (2.22) констанста Смагоринского sC  
заменена на константу Германо C . Подставляя (2.21) и (2.22) в 
(2.20) можно найти константу Германо, а через величины тестового 
фильтра получить осредненную величину 
 

                             
2

2
22 2ijij ij ijL C S S S S CM

⎡ ⎤Δ
= − Δ − = −⎢ ⎥

Δ⎢ ⎥⎣ ⎦
,          ( 2.23)  

 
отсюда 
 

                                                  22
ij ij

ij

L M
C

M
= .                                      (2.24) 

 
Значение константы Германо может сильно колебаться в 
пространстве и во времени, что может привести к отрицательно 
вязкости, что означает перенос энергии от подсеточных масштабов 
к крупным структурам. Такие процессы происходят в реальности, 
однако это ведет к вычислительной нестабильности, чтобы обойти 
этот недостаток можно пренебречь отрицательными значениями 
константы Германо или применить осреднение. При осреднении 
демпфируются высокочастотные гармоники, т.е. на ( )1n + - м 
временном шаге 
 
                                   ( ) ( ) ( )1 11n nn

filteredC C Cε ε+ += − + ,                           (2.25) 
 
где ε  коэффициент нижней релаксации. 

Так как LES включает моделирование мельчайших вихрей, 
характерные размеры ячеек могут быть намного больше, чем 
колмогоровский масштаб длины, а временные шаги могут быть 
выбраны более крупными, чем они возможны в DNS. Таким 
образом, требования к вычислительным ресурсам в LES гораздо 
ниже, чем в DNS. С бурным развитием вычислительной техники 
сфера применения LES значительно возросла. Существует мнение, 
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что LES в ближайшее время вытеснит RANS. Такая точка зрения 
является довольно спорной. До сих пор в LES не решена проблема 
пристеночных течений. Очевидно, что вблизи стенки вихри малы и 
анизотропны, и сеточные и временные шаги, требуемые для LES, 
падают до величин, характерных для DNS. Cуществующие 
решения, такие как анизотропные фильтры и описанные выше, 
динамические процедуры, пока не дают удовлетворительных 
результатов. Одним из решений данной проблемы является 
комбинирование LES и RANS. Главная идея использования таких 
гибридных моделей состоит в том, что в пристеночной зоне 
используется RANS, а во внешней области используется LES, что 
позволяет значительно ускорить скорость вычислений. В настоящее 
время существует две стратегии соединения LES и RANS так 
называемое изолированное (зональное) или присоединенное LES- 
DES. При зональном методе используются две отдельные 
численные сетки, одна для LES и вторая для RANS, такое 
моделирование носит название двухслойное моделирование TLM 
(two-layer model) и было впервые предложено Балларасом и Беночи 
[85]. В DES используется одна сетка и осуществляется только 
переход от LES к RANS в пристеночной зоне. Более подробно о 
DES изложено в работе Спаларта [78]. Однако, в гибридных 
моделях до сих остаются неполностью решенные проблемы, 
например, сшивание зон, т.е. передача информации между зонами. 
Несмотря на существующие проблемы, моделирование крупных 
вихрей является перспективным направлением в исследовании 
турбулентных течений в настоящее время.  
 

2.3. Моделирование на базе осредненных уравнений Навье-
Стокса (RANS) 
 
 Для технических приложений более применимым является 
метод, базирующийся на решении осредненных уравнений Навье-
Стокса или уравнений Рейнольдса. 
 В этом случае мгновенные значения гидродинамических 
параметров представляются в виде суммы осредненной величины φ  
и ее пульсационной составляющей φ′ 
 
                                       ( ) ( ) ( ),,i i ix t x t x tφ φ φ′= + .                          (2.26) 
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В интегральной форме осреднение по времени можно записать так 
  

                                         ( ) ( )
0

1lim ,
t

i it
x t dt

t
φ χ φ

→∞
= ∫ .                          (2.27)              

 
На рис. 2.1 приведен пример для изменения во времени 

скорости течения в статистически стационарном и нестационарном 
течении. 

 

 
Рис. 2.1. Осреднение для (а) стационарного течения, (б) 

нестационарного течения. 
 
 Применяя данное осреднение, можно получить осредненные 
уравнения сохранения массы, импульса и скаляра (энергии, 
температуры, массовой доли) [92]. 

Для несжимаемой жидкости это записывается в следующем 
виде: 

 

                                                     0i

i

u
x
∂

=
∂

,                                        (2.28)          

                        1i i j i ji
i

j i j i j

u u u uuu p g
t x x x x x

ν
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⎛ ⎞∂ ∂∂∂ ∂ ∂
+ = − − + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,     (2.29)          

                             ' '
j j

j j j

u D u S
t x x x
φ φ φρ ρ ρ ρϕ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,      (2.30)          
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где i ju u′ ′ - составляющие тензора напряжений Рейнольдса.      
Составляющие тензора напряжений Рейнольдса являются 

дополнительными шестью неизвестными, кроме того, добавляется 
три неизвестных в уравнении для скаляра. Таким образом, 
приведенная выше система уравнений является незамкнутой. 
Вопросы и проблемы нахождения вышеприведенных неизвестных 
рассмотрены в следующих подглавах.  

При расчете двухфазных течений методом Эйлера 
дополнительно к уравнениям (2.28) - (2.30) решаются аналогичные 
уравнения для частиц. Полученные решения суммируются. При 
методе Лагранжа учет частиц происходит добавлением 
источниковых членов в уравнения (2.29) - (2.30) и решение 
проходит итерациями между двумя фазами. Более подробно 
моделирование двухфазных течений рассмотрено в главе 2.3.8. 

При турбулентном течении с горением появляются 
значительные флуктуации плотности. В этом случае осредненные 
уравнения, приведенные выше, будут иметь дополнительные 
неизвестные корреляции, включающие флуктуации плотности. 
Чтобы избежать этого используют осреднение по плотности, 
предложенной Фавром в 1969 [92], записываемой следующим 
образом 
 

                                                    ff ρ
ρ

= ,                                        (2.31)          

 
для скорости это записывается как 
 
                                                   i iu u u′′= + ,                                      (2.32)          
 
и для скаляра 
 
                                                   i iφ φ φ′′= + .                                      (2.33)   
  

Осредненные по Фавру уравнения  сохранения записываются 
в следующем виде 
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              j ii i
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u uu up u u g
t x x x x

ρρ ρν ρ ρ
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t x x x φ

ρ φρφ φρ ρ ρ φ ω
⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂ ′′ ′′+ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

.        (2.36)  

 
 Кроме проблемы замыкания осредненных уравнений (2.34) - 
(2.36) при моделировании горения важную роль играет также 
взаимосвязь между турбулентной и химической составляющей 
горения (turbulence- chemistry interaction). Дополнительно к трем 
неизвестным в уравнении для скаляра (2.36) требуется найти 
значение химического источникового члена  φω .  Учитывая 
нелинейный характер отношений между мгновенными скоростями 
реакций, температурой и химическими компонентами в уравнениях 
(1.35) - (1.40) (глава 1),  значение химического источникового члена 
нельзя однозначно записать в виде функции значений скаляров: 
 
                                                  ( ),T Yφ αω ϖ≠ ,                            (2.37) 
 
также как и для плотности 
 
                                                   ( ),T Yαρ ρ≠ .                            (2.38) 
 
 Источниковый член, учитывающий турбулентность, можно 
найти, используя функцию плотности вероятности (PDF), 
записываемой в общем виде как 
 

                                            ( ) ( )P dϕψ ψ ϕ ϕ ϕ
+∞

−∞

= ∫ ,                   (2.39) 

 
где ψ - переменная, зависящая нелинейно от ϕ , например, скорость 
реакции от температуры, ( )Pϕ ϕ  функция плотности вероятности. 
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Имея зависимость ( )ψ ϕ  и функцию плотности вероятности ( )Pϕ ϕ , 
не составляет трудностей найти значение ψ  простым 
интегрированием (2.39). Однако функция плотности вероятности 
является неизвестной и требует моделирования. Для ее 
нахождения, можно использовать уравнение переноса 
предложенное Поупом [63] 
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  (2.40) 

 
здесь ( ) ( )1 2, ,... NP Y Y Y P Y=  весовая функция плотности вероятности, 

оператор *Y Y
Q

=
 осредненная величина Q  для значения iY . Два 

члена с левой стороны описывают нелокальные эффекты или 
измение PDF в физическом пространстве, вызванные 
конвективностью поля течения. Первый член справа описывает 
конвекцию за счет турбулентности, второй и третий члены 
описывают молекулярное перемешивание и химические реакции 
соответственно и описывают изменение PDF вследствии 
смешивания и горения. Преимуществом вышеизложенной 
формулировки для нахождения функции плотности вероятности 
является отсутствие дополнительного моделирования химического 
члена в уравнении (2.40), однако с другой стороны член 
молекулярного перемешивания требует моделирования. Для 
решения уравнения (2.40) используют, обычно так называемый 
метод Монте-Карло, заключающийся в использовании 
стохастических частиц для описания химического состава, что 
требует значительных компьютерных ресурсов. Другим путем 
нахождения функции плотности вероятности является 
предварительное предположение ее формы (presumed PDF). В 
качестве распределения вероятности обычно используется β  
функция, реже функция Гаусса [52]. Недостатком использования 
функции плотности вероятности является отсутствие информации о 
предварительном смешивании топлива и окислителя, что 
ограничивает использование данного метода диффузионным 
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горением. Моделирование процессов горения в турбулентных 
течениях в контексте моделирования на базе осредненных 
уравнений более подробно рассмотрены в главе 2.3.9. 
 

2.3.1. Предположение Буссинеска 
 
 Модели турбулентности, использующиеся в инженерных 
приложениях в настоящее время, основаны на концепции  вязкости 
и турбулентной диффузии. В 1877 Буссинеск [18] выдвинул 
предположение, что рейнольдсовы напряжения могли бы быть 
связаны со скоростью средней деформации через турбулентную 
вязкость. Для тензора рейнольдсовых напряжений это дает 
 

                                       ' ' 2
3

ji
i j t i

j i

uuu u k
x x

ν δ
⎛ ⎞∂∂

− = + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
.                  (2.41) 

 
 Данное уравнение не вводит модели турбулентности, а только 
характеризует структуру такой модели. При этом основной задачей 
является задание функции турбулентной вязкости tν . В отличии от 
коэффициента молекулярной вязкости ν , коэффициент tν  
определяется состоянием турбулентного течения и не связан со 
свойствами жидкости. Значение tν  может значительно изменятся от 
точки к точке в пространстве, в зависимости от характера течения. 
Предположение Буссинеска предполагает, что перенос количества 
движения происходит аналогично переносу за счет молекулярного 
движения. Модели, использующие предположение Буссинеска, 
относят к моделям первого уровня (табл. 2.1). 
 По аналогии с кинетической теорий газов можно ожидать, что 
турбулентную вязкость можно с достаточной точностью 
представить в виде: 
 
                                                     t tu lν ≈ ,                                         (2.42) 
 
где tu - характерная пульсационная составляющая скорости, l - 
характерный линейный масштаб турбулентности. Проблема 
состоит в оценке и определении tu  и l . 
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 Понятие турбулентной вязкости имеет ряд недостатков. 
Предположение об изотропной турбулентной вязкости неверно во 
многих сложных течениях таких как, закрученные потоки, 
вторичные течения в квадратном канале и т.д. Иногда наряду с 
тензором рейнольдсовых напряжений используется тензор 
анизотропии: 
 

                                              
' ' 2

3
i j

ij ij

u u
a

k
δ= − .                                  (2.43) 

 
Как следует из гипотезы Буссинеска, тензор анизотропии 

рейнольдсовых напряжений пропорционален тензору скоростей 
деформации осредненного течения: 
 

                                        2 jt i
ij

j i

uua
k x x
ν ⎛ ⎞∂∂

= − ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 .                          (2.44) 

 
Вышеизложенное предположение не выполняется даже во 

многих простых течениях, например течение в трубе, вращающейся 
вокруг своей оси, не говоря уже о более сложных течениях. С 
другой стороны, во многих случаях, особенно при анализе течений, 
в которых основное влияние на осредненное движение оказывает 
лишь одна из компонент тензора рейнольдсовых напряжений, 
напряжение сдвига xyτ , недостаток гипотезы Буссинеска не 
приводит к заметным погрешностям. 
 Более сложным подходом к решению проблемы замыкания 
является использование различных нелинейных соотношений 
между тензором анизотропии ija , тензором скоростей деформации 

ijS и составляющими вектора завихренности ijΩ , характеризующего 
кинематику осредненного движения, что будет рассмотрено в главе 
2.3.5. 
 
 2.3.2. Алгебраические модели 
 

Наиболее простыми моделями, определяющими 
турбулентную вязкость tν , являются алгебраические модели, в 
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которых связь между турбулентной вязкостью и параметрами 
осредненного потока задается алгебраическими соотношениями. 
 Алгебраическая модель для описания распределения tν  
впервые была предложена Прандтлем в 1925 г. и известна как 
модель смешения [92]. 
 Модель Прандтля записывается в виде 
 

                                                  2 x
t m

vl
x

ν ∂
=

∂
,                                     (2.45) 

 
где ml - длина пути смешения, определяемая эмпирически. 
 В пограничном слое полагают, что  
 
                                                    ml кy= ,                                          (2.46) 

 
где 0.39к ≈ - число Кармана, y - расстояние от стенки. 
Для свободных сдвиговых течений длина пути смешения является 
константой поперек слоя и пропорциональна ширине слоя, однако 
при течении у стенки поведение турбулентности отличается и 
следует использовать различные описания для длины пути 
смешения. Данное обстоятельство послужило для распространения 
различных двухслойных моделей. 

Одной из популярных алгебраических моделей является 
двухслойная модель Себеси-Смита [74]. В данной модели задается 
различная для каждого слоя турбулентная вязкость tμ : 

 

                                   1
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,

t m
t

t m

y y
y y

μ
μ

μ
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,                                  (2.47) 

 
где  1tμ - вязкость во внутреннем слое, находится по формуле 
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μ ρ

−
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,                  (2.48) 
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и длина пути смешения ml  определяется как функция расстояния от 
стенки 
 

                                    1
y

A
mixl y eκ

+

+
−⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

,                            (2.49) 

 
Вязкость во внешнем слое, 1tμ , находится по формуле 

 
                               ( )*

2 ;t e v KlebU F yμ αρ δ δ= .                           (2.50) 
 

Модельные константы  
 

              0.41κ = ; 0.0168α = ; 

1
2

226 1
dP

dxA y
uτρ

−

+
⎡ ⎤
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 
Другой широко применяемой двухслойной моделью является 

модель Балдвина-Ломакса [15]. Вязкость во внутреннем слое 1tμ  
находится по формуле 

 
                                         2

1t mixlμ ρ ω= ,                                  (2.51) 
 

где длина пути смешения ml  определяется аналогично модели 
Себеси-Смита 
 

                                   01
y

A
mixl y eκ

+

+
−⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.                             (2.52) 

 
Вязкость во внешнем слое 1tμ  находится по формуле 

 

                        ( )max
2 ;t cp wake Kleb

Kleb

yC F F y Cμ αρ= ,                 (2.53) 

 
где функции wakeF  и maxF  
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max max max
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min ; dif
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UF y F C y F
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,           (2.54) 

                                  ( )max
1 max mixF l ω
κ
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ .                        (2.55) 

 
Значение maxy  находится при максимальном значении mixl ω .  ω  
представляет собой тензор завихренности  
 

                    

1
2 2 22V U W U U V

x y x z x y
ω
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. (2.56) 

 
Модельные константы:  
 
 0.41κ = ; 0.0168α = ; 0 26A+ = ; 1.6cpC = ; 0.3KlebC = ; 1wkC =  
 
Вышеописанные алгебраические модели плохо описывают 

течения с отрывом. Для таких течений более общеприменительна 
модель с половинным уравнением Джонсона- Кинга [38]. 
Стартовой точкой является так называемая «равновесная» 
алгебраическая модель, базирующая на следующей формуле для 
нахождения вязкости tμ  

 

                                 ( )2
1

1
tanh t

t t
t

μμ μ μ= .                              (2.57) 

 
Во внутреннем слое вязкость 1tμ  находится аналогично 
вышеприведенным двухслойным алгебраическим моделям, отличие 
заключается только в замене градиентов скорости на расстояние от 
стенки y  и введение двух масштабов скорости uτ  и mu : 
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                            ( )2 21s mu u uω τ τρ ρ γ ρ ρ γ= − + ,           (2.59) 
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                                        m
m

m
u τ

ρ= ,                                    (2.63) 

                                      [ ]max ,D mu u uτ= ,                               (2.64) 
 

где индекс m  означает значение в точке my y=  в которой 
рейнольдсовые касательные напряжения принимают максимальное 
значение ( )maxxyτ τ= , uτ -  динамическая скорость. Использование 
скоростного масштаба mu  позволяет получить более точно профиль 
скорости в отрывных течениях, чем  градиент скорости в модели 
Прандтля. Скоростные масштабы su  и Du  также добавлены для 
лучшего описания сжимаемых течений с отрывом. 
Во внешнем слое вводится так называемая «неравновесная» 
особенность модели Джонсона-Кинга, введением «неравесного» 
параметра ( )xσ  

 
                          ( ) ( )*

2 ;t e v KlebU F y xμ αρ δ δ σ= .                       (2.65) 
 

Для нахождения ( )xσ  решается обычное дифферинциальное 
уравнение для максимального значения касательных 
рейнольдсовых напряжений: 
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где ( )m equ  значение mu  соответствующее «равновесной» модели 

( )( )1xσ = . Параметр ( )xσ  определяется при максимуме 
касательных рейнольдсовых напряжений  
 

                                   ( )m t m
m

u v
y x

τ μ ⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

.                         (2.67) 

 
Модельные константы:  
 
                              0.40κ = ; 0.0168α = ; 17A+ = ; 
                              1 0.25a = 1 0.09C = ; 2 0.70C = ; 
                 0.50difC =  для ( ) 1xσ ≥ и 0difC =  для других случаев. 
 

Так как используется обычное дифферинциальное уравнение, а не 
более сложное дифферинциальное уравнение в частных 
производных, модель Джонсона-Кинга иногда называют моделью с 
половинным уравнением. 

К достоинствам алгебраических моделей можно отнести: 
скорость вычислений, простота калибровки и модификаций с 
учетом специфики рассматриваемых течений. Однако очевидна и 
узкая специализация этих моделей, поскольку они опираются на 
эмпирическую информацию о структуре исследуемых течений, 
кроме этого, алгебраические модели предполагают локальное 
равновесие моделируемой турбулентности. Это означает, что в 
каждой точке пространства наблюдается баланс генерации и 
диссипации турбулентной энергии, на который не влияют ни 
перенос из соседних точек, ни предистория развития процесса. 
Таким образом, алгебраические модели неприменимы в случаях с 
доминирующим влиянием конвективного и диффузионного 
переноса турбулентности или когда доминирующую роль играет 
предыстория процесса. Кроме того, большие трудности для 
сложных типов течений представляет задание распределений 
длины смешения. Оценка применимости алгебраических моделей 
турбулентности подробно обсуждена в работе Вилкокса [92] 
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 2.3.3. Модели с одним дифференциальным уравнением  
 

Чтобы преодолеть ограниченность гипотезы пути смешения и 
алгебраических моделей вообще, были разработаны модели 
турбулентности, позволяющие учитывать влияние нелокальных 
эффектов (эффектов переноса) путем решения дифференциального 
уравнения для tu  или l . С физической точки зрения, для величины 

tu  наиболее подходящим оказывается масштаб k , где k  - 
кинетическая энергия турбулентных пульсаций. Если такой 
масштаб использовать для определения турбулентной вязкости в 
(2.18), то получается выражение Колмогорова- Прандтля  
 
                                                  *

t C k Lμν = ,                                    (2.68) 
 
где Cμ

∗ - эмпирическая функция местного турбулентного числа 
Рейнольдса. Для масштаба энергии турбулентных пульсаций 
записывается модельное уравнение переноса 
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,    (2.69) 

 
где Cμ

∗ , DC , kδ - модельные константы. Значение линейного 
масштаба L  определяется из простых эмпирических соотношений 
аналогичных для пути смешения.  
 Позже было предложены более сложные модели для 
нахождения  турбулентной вязкости, как например, модель 
Балдвина-Барта, включающую в себя семь модельных 
коэффициентов, две эмпирические демпфирующие функции и 
функцию описывающую турбулентный масштаб длины. 
Турбулентная вязкость в модели Балдвина-Барта определяется как 
 
                                            1 2t tC R D Dμν ν= .                                    (2.70) 
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Уравнение для турбулентного числа Рейнольдса 
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Демпфирующие функции 
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Дополнительные соотношения 
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Модельные константы: 
 
                   1 1.2Cε = ; 2 2.0Cε = ; 0.9Cμ = ; 0 26A+ = ; 2 10A+ = ;  

                                 ( ) 22 1
1 C

C C μ
ε ε

ε
κσ

= − ; 0.41κ =  

 
Другой известной моделью,  пользующуюся популярностью в 
настоящее время, является модель Спаларта– Аллмараса [79], 
записываемой в терминах вихревой вязкости. 
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Турбулентная вязкость определяется как 
 
                                                    1t fνν ν= .                                        (2.76) 

 
Уравнение для вихревой вязкости 
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Дополнительные соотношения 
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где ijΩ - тензор завихренности и d - расстояние до стенки. 
Модельные константы: 
 
                            1 0.1355bc = ; 2 0.622bc = ; 1 7.1cν = ; 2

3σ = ;  

                        ( )21
1 2

1 bb
w

ccc
κ σ

+
= + ; 2 0.3wc = ; 3 2wc = ; 0.41κ = . 

 
Модель Спаларта– Аллмараса широко применяется для 

моделирования внешних течений, в таких задачах, как обтекание 
самолета, автомобиля, лопаток турбины и т.д. Кроме этого ее часто 
применяют в гибридных моделях наряду с LES.  

Существуют и другие аналогичные модели с одним 
уравнением, где используются уравнения переноса для 
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турбулентного трения, (Брэдшоу, Феррис, Атвелл [20]) уравнение 
для турбулентной вязкости (Ни, Коважная [58]) и ряд других 
моделей [92]. 

Модели с одним дифференциальным уравнением обладают 
большей универсальностью к описанию турбулентных течений с 
учетом сжимаемости, переходных явлений, кривизны и отрыва 
потока, однако объектами их применения, как правило, являются 
простые конфигурации потоков. Как и в случае алгебраических 
моделей, в моделях с одним дифференциальным уравнением 
сильна привязка к калибровочным коэффициентам. Снять 
указанные ограничения можно, например, при определении 
масштаба турбулентности введением независимой переменной, т.е. 
решением дополнительного уравнения переноса. 
 

2.3.4. Модели с двумя дифференциальными уравнениями 
 

Более универсальными моделями в инженерных расчетах 
турбулентных потоков являются модели с двумя 
дифференциальными уравнениями. Первая такая модель была 
предложена Колмогоровым (1942г.) [45]. Эта модель содержит 
уравнение переноса кинетической энергии турбулентности k  и 
удельной скорости диссипации энергии ω .  

 
k -ω  модель 
 

 Ниже приведена одна из распространенных моделей k - ω  
типа, предложенная Вилкоксом [92]: 
  

          ( )* *i
j ij t

j j j j

k k u ku k
t x x x x

ρ ρ τ ρβ ω μ σ μ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = − + +⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

,    (2.86) 

                      ( )2i
j ij t

j j j j

uu
t x k x x x
ω ω ω ωρ ρ α τ βω μ σμ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + +⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
,        (2.87) 

                                                   t
kμ ρ
ω

= ,                                        (2.88) 

                             ' ' 2
3

ji
ij i j t ij

j i

u uu u k
x x

τ ρ ρμ ρ δ
⎛ ⎞∂ ∂

= − = − −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
.              (2.89) 
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Модельные константы: 
 

      * *9 /100; 3 / 40; 5 / 9; 1/ 2; 1/ 2β β α σ σ= = = = = . 
 

k -ε  модель 
 
 Наиболее популярной моделью с двумя дифференциальными 
уравнениями является k -ε  модель, предложенная Чоу (1945г.) [24] 
и получившая дальнейшее развитие в исследованиях Лаундера – 
Джонса (1972) [37]. 
 

                    i t
j ij

j j j k j

k k u ku
t x x x x

μρ ρ τ ρε μ
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

,  (2.90) 

                         
2

1 2
i t

j ij
j j j j

uu c c
t x k x k x xε ε

ε

με ε ε ε ερ ρ τ μ
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

,   (2.91) 

                                               
2

t
kCμμ ρ
ε

= .                                       (2.92) 

 
Модельные константы: 
 

  1 21.44; 1.92; 0.09; 1.0; 1.3kc c Cε ε μ εσ σ= = = = = . 
 
Рейнольдсовые напряжения ijτ  определяются также как и в k -ω  
(2.89).  
 Простота, хорошая сходимость и неплохая точность k - ε  
модели позволяет ей на данный момент оставаться наиболее 
употребимой моделью для моделирования широкого спектра 
турбулентных течений. 

 
Двухслойная модель Ментера 

 
 Модели турбулентности типа k ε−   лучше описывают 
свойства сдвиговых течений, а модели типа k ω−  имеют 
преимущества при моделировании пристеночных функций.  

Основываясь на этом Ментер (1993г.) предложил модель [54], 
сочетающую в себе указанные сильные стороны k ε−  и k ω−  
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моделей. Для этого k ε−  модель была переформулирована в 
терминах k  и ω , а затем в полученные модельные уравнения были 
введены весовая функция 1F , обеспечивающая плавный переход от 
k ω−  модели в пристеночной области к k ε−  модели вдали от 
стенки. Таким образом, модель Ментера записывается путем 
суперпозиции моделей k ω−  и k ε− , помноженных соответственно 
на весовую функцию 1F  и ( )11 F− . Функция 1F  конструируется 
таким образом, чтобы быть равной нулю на верхней границе 
пограничного слоя и стремится к единице при приближении к 
стенке. Кроме того, Ментер видоизменил стандартную связь между 
k , ε  и турбулентной вязкостью tμ . В эту связь был введен 
специальный ограничитель (SST), обеспечивающий переход от нее 
к известной формуле Брэдшоу [20], согласно которой турбулентное 
напряжение пропорционально кинетической энергии 
турбулентности ' ' 0.31i iu u k= . Этот прием, получивший название 
SST (shear stress transport), в дальнейшем широко применялся и в 
других моделях турбулентности с двумя уравнениями, например 
Чена [23]. 

Ниже представлена базовая двухслойная модель Ментера: 
                             

         ( )*i
j ij k t

j j j j

k k u ku k
t x x x x

ρ ρ τ β ρ ω μ σ μ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = − + +⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

,    (2.93) 

            
( )2

1 2
12(1 ) ,

i
j ij t

j j j j

j j

uu
t x k x x x

kF
x x

ω

ω

ω ω ω ωρ ρ γ τ βρω μ σ μ

ωρσ
ω

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + + +⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∂ ∂

+ −
∂ ∂

            (2.94) 

 
Турбулентная вязкость и рейнольдсовые напряжения ijτ  
определяются аналогично, как и в k -ω  модели. 

Обозначая обобщенным параметром 1φ , набор констант 
оригинальной модели k ω−  с индексами 1 и соответственно 2φ  
аналогичный набор констант трансформированной k ε−  модели, 
получаем: 

 
                                  ( )1 1 1 21F Fφ φ φ= + − .                               (2.95) 
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Используются следующие константы: 

1. Модельные константы  k ω−  модели (Вилкокс). 
 

   *
1 1 10.09; 0.075; 0.5; 0.5;k ωβ β σ σ= = = =  

  * 2 *
1 1 10.41; / /ωκ γ β β σ κ β= = − . 

 
2. Модельные константы стандартной k ε−  модели.   

 
  *

2 2 20.09; 0.0828; 1; 0.856;k ωβ β σ σ= = = =  

      * 2 *
2 2 20.41; / /ωκ γ β β σ κ β= = − . 

 
Весовая функция определяется следующим образом: 

 

                            2
1 * 2 2

4500arg min max ; ;
k

kk
y y CD y

ω

ω

ρσυ
β ω ω

⎡ ⎤⎛ ⎞
= ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
,          (2.96) 

                               20
2

1max 2 ,10k
j j

kCD
x xω ω

ωρσ
ω

−
⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬∂ ∂ ⎪⎪ ⎭⎩

,             (2.97) 

                                                4
1 1tanh(arg )F = .                                 (2.98) 

 
 Согласно предложению Брэдшоу, напряжение сдвига в 
пограничном слое пропорционально кинетической энергии:  
 

                                          1a kτ ρ= ,                                        (2.99) 
 
с постоянной 1a  [20]. С другой стороны в моделях с двумя 
уравнениями напряжение сдвига рассчитывается следующим 
образом:  
 

                                           tHτ = Ω ,                                      (2.100) 
 

где u
y

−

∂
Ω =

∂
. 
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 Чтобы удовлетворить уравнению Брэдшоу в рамках 
концепции вихревой вязкости, коэффициент турбулентной вязкости 
следует переопределить следующим образом 

 

                                           1
t

a kν =
Ω

.                                       (2.101) 

 
 Чтобы расширить формулировку вихревой вязкости, 
приспособленную для свободных сдвиговых слоев для случаев, где 
предложение Брэдшоу не обязательно применимо, сделана 
модификация SST- модели для ограниченных стенками потоков. 
Для этого применяется  смесительная функция 2F : 
 

                                 
( )

1

1 1 2maxt
a k
a w F

ν =
Ω

,                              (2.102) 

 
где 2F  определяется подобно (2.98). 
 

                                    ( )2
2 2tanh argF = ,                                 (2.103) 

                       2 2

500arg max 2 / 0,09 ;k y
y
νω
ω

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
.                 (2.104) 

 
Новые константы во внутреннем слое: 

 
         *

1 1 10.09; 0.075; 0.85; 0.5;k ωβ β σ σ= = = =  

                     * 2 *
1 1 1 10.41; / / ; 0.31aωκ γ β β σ κ β= = − = . 

 
Во внешнем слое константы не меняются. 
 

2 fν −  модель Дурбина 
 

Одной из интересных моделей представляется 2 fν −  модель 
Дурбина [28], часто применяемой для расчетов течений в турбинах 
ГТД, диффузурах и в конфигурациях с отрывом потока. В этой 
модели отдельно от  уравнений для кинетической энергии и 
диссипации решаются дополнительно уравнения для нормальных 
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пристеночных напряжений 2ν и функции f . Обычно для более 
точного учета влияния стенок в моделях, использующих 
предположение о вихревой вязкости, используют демпфирующие 
функции (гл. 2.3.10). В модели Дурбина для этого просто решается 
транспортное уравнение для 2ν  

 

               
2 2

2 2
22

t
j

j j k

u kf
t x k x

νν ν εν ν ν
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ = − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦

.    (2.105) 

 
Для функции 22f  записывается следующее уравнение 
 

                         ( )

2
2

2 22
22 1 22

2
3

1
j

kf PL f C C
x k

ν

τ

⎡ ⎤−⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦− = − −
∂

,         (2.106) 

 
где масштаб длины L  и времени τ  определяются как 
 

                                 lL C l= ; 

1
2 3 2

2 2
3max ,kl Cη

ν
ε ε

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥= ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

,                (2.107) 

                                   
1
2

max ,6k ντ
ε ε

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥= ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

⎣ ⎦
.                           (2.108) 

 
Турбулентная вязкость находится по формуле 

 
                                         2

t Cμν ν τ= .                                    (2.109) 
 

На стенке принимают следующие значения 
 

                           
2 2

2
2 4

2 200, 0, ,kk f
y y
ν ν νν ε

ε
= = = = − .     (2.110-2.113) 
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Модельные константы 
 
                    1 2 10.19, 1.55, 1.9, 1.4C c c Cμ ε ε= = = =  
                        2 0.3, 0.3, 1.0, 1.3L kC C εσ σ= = = =  
 
Несмотря на популярность и всеобщее использование моделей 

с двумя дифферинциальными уравнениями в индустрии, данные 
модели базируются на предположении Буссинеска и им присущи 
аналогичные недостатки, что модели с одним дифференциальным 
уравнением. Некоторые способы обойти эти ограничения, 
накладываемые предположением Буссинеска, приведены в 
следующей главе. 
 

2.3.5. Нелинейные модели и алгебраические модели 
рейнольсовых напряжений 
 
 Одним из способов преодолеть недостатки моделей, 
базирующихся на предположении Буссинеска, является введение 
нелинейных членов в уравнение Буссинеска. Впервые такой подход 
был предложен Поупом [62], а в дальнейшем получил развитие в 
работах Специале [81]. 
 Обычно, в нелинейных моделях используют тензор 

анизотропии рейнольдсовых напряжений 
' ' 2

3
i j

ij ij

u u
a

k
δ= − вместо 

обычного тензора рейнольдсовых напряжений ijτ . Кроме этого, в 
нелинейных моделях используются тензор деформации скоростей 

1
2

i j
ij

j i

u uS
x x

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 и тензор завихренности 1
2

i j
ij

j i

u u
x x

⎛ ⎞∂ ∂
Ω = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

. 

Ниже представлена нелинейная модель Крафта, Лаундера, 
Шуги (CLS) [26]. 
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Тензор анизотропии рейнольдсовых напряжений вычисляется 
следующим образом 
 

 

( )

( )

2
1 2

2 2 2
3 4 2

2 2
5 6 72 2 2

1
3

1
3

2 .
3

t t t
s

t t

t t t
ij jk ki ij jk ki

a S c S II I c S S
k

kc II I c S S

k k kc S S IVI c S S S c S

ν ν ν
ε ε

ν ν
ε ε
ν ν ν
ε ε ε

Ω

⎛ ⎞= − + − + Ω −Ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+ Ω − + Ω −Ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞+ Ω −Ω − + + Ω Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (2.114) 

 
Постоянный коэффициент в линейных моделях cμ  

вычисляется по следующей формуле 
 

  
( )( ) ( )( )1.5

0.3 0.361 exp
exp 0.75max ,1 0.35 max ,

c
SS

μ

⎛ ⎞⎡ ⎤−
= −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟− Ω+ Ω ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

. (2.115) 

 
Модельные константы 

 
2 2 2

1 2 3 4 5 6 70.1, 0.1, 0.26, 10 , 0, 5 , 5c c c c c c c c c cμ μ μ= − = = = − = = − = . 
 

 Более простая нелинейная квадратичная модель, 
предложенная Гибсоном, Лаундером (GL) [32], более широко 
применяется для двухмерных течений. Здесь тензор анизотропии 
находится по следующей формуле: 
 

( )
2 2

2
1 2 3

1 ,
3

t t
s

ka c S c S S c S II Iμ μ μ
ν νβ β β

ε ε ε
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − Ω −Ω + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2.116) 

 
где 

  

                                 
( )

( )
2

1

2 2 2

3 1

3 6 1
cμ

β η

η ξ η

+
=

+ + +
,                          (2.117) 

                               ( ) ( )2 22 2
2 3/ 2, /8Sξ β η β= Ω = .         (2.118-2.119)  

 



 68

Модельные константы 
 

1 2 32 / 21, 1/ 7, 2 / 7β β β= = = . 
 
 Вышеперечисленные нелинейные модели, хотя и позволяют 
устранить ряд недостатков, присущих моделям, базирующимся на 
предположении Буссинеска, обладают таким существенным 
недостатком, как большое количество модельных констант. 
Например, CLS модель содержит 7 модельных констант, которые 
найдены экспериментально. Зависимость от модельных констант 
создает некоторую привязку к одному или нескольким видам 
течений. Избежать привязки к константам возможно 
использованием дополнительного уравнения. 
 

Явная алгебраическая модель рейнольдсовых напряжений 
(EARSM) 
 
 Отличие алгебраических моделей рейнольдсовых напряжений 
состоит в том, что для нахождения модельных коэффициентов при 
нелинейных членах, используется алгебраическое уравнение, 
полученное из транспортного уравнения переноса рейнольдсовых 
напряжений.  
 Ниже представлена полная форма транспортного уравнения 
рейнольдсовых напряжений  
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где первый член представляет собой нестационарность течения, 
второй- перенос рейнольдсовых напряжений за счет конвекции, 
третий- генерацию рейнольдсовых напряжений, четвертый- 
перенос за счет диффузии, пятый член- перекрестный член 
давления, шестой- перенос за счет диссипации. 
 Аналогично можно записать уравнение переноса для тензора 
анизотропии: 
                                                                  

        

' ' ' ' ' ' '

1ij i j l i j i j ij ijl

l

ij
ij

Da u u u u u u u Pkuk P
t x k x k

C

ε
ε ε ε ε ε

φ
ε

⎛ ⎞∂ ∂∂ ⎛ ⎞⎜ ⎟− − = − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

+ +

, (2.121) 

 
где первый член представляет собой перенос за счет конвекции и 
нестационарность, второй- перенос за счет диффузии, третий- 
генерацию анизотропии рейнольдсовых напряжений 

( ' ' ' 'i i
ij i k j k

k k

u uP u u u u
x x
∂ ∂

= − −
∂ ∂

, / 2ijP P= ), четвертый- перекрестный член 

давления, пятый- перенос за счет диссипации, шестой описывает  
кориолисовы силы. 
 Многие неоднородные течения, представляющие инженерный 
интерес, являются статистически стационарными и удовлетворяют 
локальному равновесию тензора рейнольдсовых напряжений. В 
этом случае можно пренебречь конвекционным и диффузионным 
членами. Это и является основной идеей ARSM. В математической 
форме это записывается в виде: 
                                                  

                                
' ' ' ' '

0ij i j l i j l

l

Da u u u u u kuk
t x k xε ε

⎛ ⎞∂ ∂∂ ⎜ ⎟− − =
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

.             (2.122) 

 
Таким образом, в ARSM предположение об изотропности tμ  в 
моделях использующих предположение Буссинеска, заменяется на 
предположение о локальном равновесии ' '

i ju u , достоверность 
которого вполне очевидна для значительного числа течений. 
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Однако ARSM включает эффекты вращения, учет кривизны линий 
тока и трехмерность течений.  
 С учетом вышеизложенного, неявная алгебраическая форма 
уравнения записывается в виде: 
 

                                   
' '

1i j ij ij ij
ij

u u PP C
k

ε φ
ε ε ε ε

⎛ ⎞− = − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                 (2.123) 

 
Член генерации ijP  и / 2ijP P=  и кориолисовы силы ijC  не 

требуют моделирования, так как могут быть найдены 
непосредственно из тензора рейнольдсовых напряжений. Однако 
тензор скоростей диссипации ijε  и перераспределения давлений ijφ  
требуют моделирования. Моделирование этих членов подробно 
изложено в следующей главе. 
 Подставляя уже смоделированные члены, можно получить 
следующую неявную форму: 
 

             
( )2

1

2

7 181
15 11

5 9 2 .
11 3

ij ij ik kj ik kj

ik kj ik kj ij ik ki

CPС a S a a

C a S S a a S

ε

δ

+⎛ ⎞− + = − + Ω −Ω −⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ⎛ ⎞− + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (2.124) 

 
или 

                 
( )3 4 1

2
2 ,
3

ij ij ik kj ik kj

ik kj ik kj ij ik ki

PA A a A S a a

A a S S a a S

ε

δ

⎛ ⎞+ = − + Ω −Ω −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞− + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

           (2.125) 

здесь 
( )

( )12
1 2 3 4

2 2 2 2

11 15 988 11, , ,
11 7 1 7 1 7 1 7 1

CCA A A A
C C C C

−−
= = = =

+ + + +
- 

модельные коэффициенты. 
 Значения модельных коэффициентов для некоторых 
общеупотребительных моделей приведены в табл. 2.3.  
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 1A  2A  3A  4A  
WJ, [73] 1.20 0 1.80 2.25 
LRR, [40] 1.54 0.37 1.45 2.89 
SSG, [65] 1.22 0.47 0.88 2.37 
GS, [25] 1.22 0.47 5.36 1.68 

 
Табл. 2.3. Модельные константы для 

различных ARSM. 
   
Решение неявной формы представляет значительные численные 
трудности, вследствии отсутствия диффузионного члена в 
уравнении переноса для рейнольдсовых напряжений. Для решения 
этой проблемы  используют явную алгебраическую форму, 
полученную с использованием тензорной алгебры [99]. Общая 
форма для тензора анизотропии ija  в терминах ijS  и ijΩ  
записывается в виде 10 тензорно-независимых групп, в которых все 
комбинации тензоров более высокого порядка могут быть 
сокращены по теореме Кайли-Гамильтона. Различные способы 
сокращения количества тензоральных групп приведены в работах 
[80], [89], [99]. Согласно [89] тензор анизотропии рейнольдсовых 
напряжений записывается в виде: 
 

      

( )

( )

( )

( ) ( )

2 2
1 2 3 4

2 2 2 2
5 6

2 2 2 2 2 2 2
7 8

2 2 2 2 2 2
9 10

1 1
3 3

2
3

2
3

,

sa S S II I II I S S

S S S S IVI

S S VI S S S S

S S S S

β β β β

β β

β β

β β

Ω
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + Ω − + Ω −Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ Ω −Ω + Ω −Ω − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+ Ω +Ω − + Ω − Ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ Ω Ω −Ω Ω + Ω Ω −Ω Ω

  (2.126) 

 

здесь 
2

i j
ij

j i

u uS
x x

τ ⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

, 
2

uu ji
ij x xj i

τ ⎛ ⎞∂∂⎜ ⎟Ω = −
⎜ ⎟∂ ∂
⎝ ⎠

 нормирован через 

турбулентный масштаб времени kτ
ε

=  и для упрощения  
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используется следующие обозначения ija a= , ijS S= , ijΩ = Ω . 
 Коэффициенты iβ  - функции пяти независимых инвариантов 
S  и Ω : 
 

                                     

2

2

3

2

2 2

s ij ij

ij ji

ij jk ki

ij jk ki

ij jk kj jk

II S S S

II

III S S S S

IV S S

V S S S

Ω

= =

= Ω = Ω Ω

= =

= Ω = Ω Ω

= Ω = Ω Ω

                  (2.127-2.131) 

 
 Решая совместно уравнения 2.125 и 2.126 можно найти 
неизвестные коэффициенты iβ  и сам тензор анизотропии 
рейнольдсовых напряжений. 
 

2.3.6. Дифференциальные модели рейнольдсовых 
напряжений 
 

В предыдущей главе был приведен способ сведения уравнения 
переноса рейнольдсовых напряжений (2.120) к алгебраической 
форме (2.124). В моделях же рейнольдсовых напряжений уравнение 
переноса решается шесть раз для каждой компоненты тензора 
рейнольдсовых напряжений. Модели, базирующиеся на решении 
транспортных уравнений переноса рейнольдсовых напряжений, 
относят к моделям второго порядка (табл. 2.1). 

Ниже, для удобства записано уравнение для переноса 
рейнольдсовых напряжений в условной форме 

 

                         
' '
i j

ij ij ij ij ij

u u
C P D

t
ε

∂
+ = − +Π −

∂
,                    (2.132) 

 
здесь ijC  описывает конвекцию, ijP - генерация рейнольдсовых 
напряжений, ijD - диффузия, ijε - диссипация, ijΠ - член 
перераспределения давления. Три последних члена требуют 
моделирования. 
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Существует множество модельных уравнений описывающих 
диффузию, член перераспределения давления и диссипацию. Ниже 
приведены наиболее популярные модели. 

Турбулентная диффузия ijD  может моделироваться как в 
модели Дейли, Харлоу (DH) [27] 

 

                            
' '

' ' ' ' ' i j
i j k s k l

l

u uku u u C u u
xε

∂
− =

∂
,                          (2.133) 

 
где sC - эмпирическая константа, обычно принимается равной 0.22. 

Моделирование члена перераспределение давления обычно 
проходит с использованием уравнения Пуассона  [61] и делится на 
две части: «быструю» и «медленную». 

«Медленная» часть чаще всего записывается как линейная 
функция от анизотропии рейнольдсовых напряжений 

 

                                   
( )

1

 s
ij

ijC a
φ
ε

= − ,                                      (2.134) 

 
где 1C - модельная константа. 

Для моделирования «быстрой» части часто используется 
модельное выражение предложенное Лаундером и др. (Лаундер, 
Риис, Роди (LRR)) [47], записываемое в следующем виде 

 

                  

( )

( )
2

* *2

9 64 2
5 11 3

7 10
11

r
ij

ij ik kj ik kj km km ij

ik kj ik kj

CS a S S a a S

C a a

φ
δ

ε
+ ⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
−

+ Ω −Ω

,  (2.135)                 

 
где 2C - модельная константа. В LRR модели приняты следующие 
модельные константы: 1 1.5C =  и 2 0.582C = −  [47].  В модели, 
предложенной Специале, Саркаром и Гатским (SSG) [81] 
используется нелинейные члены для моделирования члена 
перераспределения давления 
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        ( )
( )
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*
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m
ij mn ij ik kj mn nm ij

n

ij ik jk jk jk mn mn ij
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x

C C II kS C k b S b S b S

C k b b

ρε τ ρε δ

ρ ρ δ

ρ

⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞Π = − + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞+ − + + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ Ω + Ω

  (2.136) 

 
где модельные константы 
 
         * *

1 1 2 3 3 4 53.4, 1.8, 4.2, 0.8, 1.3, 1.25, 0.4C C C C C C C= = = = = = = . 
 
Введение нелинейных членов для члена перераспределения 
позволяет повысить точность моделирования течений с сильной 
анизотропией. 

Так как диссипация происходит в малых масштабах, 
большинство моделей используют гипотезу Колмогорова о 
локальной изотропии, записываемой математически в виде 

 

                                         2
3ij ijε ρεδ= ,                                   (2.137) 

где  
 

                                        i i

k k

u u
x x

ε ν
′ ′∂ ∂

=
∂ ∂

.                                 (2.138) 

 
Диссипацию можно смоделировать алгебраическим соотношением, 
но обычно для нахождения диссипации используют уравнение 
переноса, аналогичного уравнению, используемому в  k ε−  модели. 

Ниже приведена модель Лаундера, Рииса, Роди (LRR) в общем 
виде. 
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Уравнение переноса для тензора рейнольдсовых напряжений ijτ  
    

             

2
3

.

ijik
k ij ij ij

k

jk ijik
s im jm km

k m m m

u P
t x

kC
x x x x
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ε
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∂ ∂

∂ ∂⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂
− + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

   (2.139) 

 
Транспортное уравнение переноса для диссипации 
 

                      
2

1 2
i

j ij km
j j j m

u ku c c C
t x k x k x xε ε ε
ε ε ε ε ερ ρ τ τ

ε
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.     (2.140) 

 
Уравнение корреляций давления 
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    (2.141) 

 
Дополнительные зависимости 
 

                                 j i
ij im jm

m m

u uP
x x

τ τ∂ ∂
= +
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,  1

2 kkP P= ,       (2.142-2.143)                 

                                           m m
ij im jm

j i

u uD
x x

τ τ∂ ∂
= +
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,                       (2.144) 

 
Модельные константы (Лаундер, 1992) 
                                 

             ( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 1 2

8 11, 8 2 11, 60 4 11,
1.8, 0.60, 0.11, 0.18, 1.44, 1.92.s

C C C
C C C C C Cε ε ε

α β γ= + = − = −

= = = = = =
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Решение уравнений переноса для компонент тензора 
рейнольдсовых напряжений позволяет учитывать большинство 
эффектов, присущих турбулентному течению, но имеет 
существенный недостаток, так как требует решения семи 
дополнительных дифференциальных уравнений, что сопряжено с 
повышенным требованием компьютерных ресурсов [97] (табл. П.2, 
приложение), а также проблем, связанных со сходимостью 
решения. 

 
2.3.7. Моделирование процессов теплообмена и смешения 

 
Как уже упоминалось в главе 1 для расчета течений со 

смешением, теплообменом или химическими реакциями 
используется транспортное уравнение для скаляра φ  (2.30). При 
операции осреднения появляется неизвестный член потока скаляра 
(scalar flux), требующий моделирования. 
 Наиболее простым способом замыкания уравнения переноса 
является предположение о пропорциональности потока скаляра 
градиенту осредненного скаляра 
 

                                               ' ' t
j

j

u
xφ

μ φρ φ
σ

∂
− =

∂
.                              (2.145)                

 
 Более сложным является предположение о 
пропорциональности потока скаляра рейнольдсовым напряжениям, 
предложенной Дейли, Харлоу (DH) [27] 
  

                                             ' ' ' '
1i t t i j

j

u C u u
x
φρ φ τ ∂

− =
∂

.                       (2.146) 

 
Более точное и сложное отношение используется в модели 

Кима, Моина (KM) [42] 
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В модели Абе, Шуга (AS) [12] для нахождения потока скаляра 
используетс комбинация двух последних моделей 

 

                     
' ' ' ' ' '

' '
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i j i k k j
i t t t
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u u u u u u
u k C C

k k x
φρ φ τ
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.            (2.148) 

 
Модельные константы: 
 

1 20.22, 0.22t tC C= =  
 

Другим, на порядок более сложным подходом для нахождения 
потока скаляра является решение транспортного уравнения, 
аналогичного уравнению переноса рейнольдсовых напряжений: 
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, (2.149) 

 
где первый член представляет собой нестационарность течения, 
второй – конвективный член, третий- продукцию, четвертый- 
перенос за счет диффузии, пятый член- корелляции давления и 
скаляра, шестой- перенос за счет диссипации и седьмой член 
молекулярный перенос. Четыре последних члена требуют 
моделирования. Принимая во внимание локальную изотропность 
при высоких числах Рейнольдса, можно пренебречь диссипативным 
членом. Также часто пренебрегают молекулярным переносом, 
играющим небольшую роль при турбулентных течениях. Таким 
образом, остается необходимым смоделировать член корелляций 
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давления и скаляра iφπ  и диффузионный член 
juDiff
φ

. Используя 

уравнение Пуассона [61] для давления p  можно разделить член 
корреляции давления и скаляра iφπ  на две части: турбулентную 

,1iφπ и  напряженную ,2iφπ . Наиболее часто применяемая модель для 
первой части предложена Мониным [5] 
 

                                               ,1 1i jc u
kφ φ
επ φ′= − .                              (2.150) 

 
По аналогии с градиентной моделью для транспортного уравнения 
рейнольдсовых напряжений, Лаундер [47] предположил, что ,2iφπ  
пропорциональна потоку скаляра: 
 

                                              ,2 2
i

i l
l

uc u
xφ φπ φ ∂′= −
∂

.                            (2.151) 

 
Для диффузионного переноса Лаундер предложил использовать 
градиентную аппроксимацию 
 

                         
j
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.         (2.152) 

   
Модельные константы 
 
                                        1 20.22, 0.22t tC C= =  
 
Более подробно моделирование членов дифференциального 
уравнения для потока скаляра описано  в [82], [93]. 

Аналогично, как и в EARSM, транспортное уравнение 
переноса скаляра можно привести к алгебраической форме, как в 
модели Виркстрома, Валлина, Йоханссона (WWJ) [91]: 
 

                            ( )' ' ' '
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,                   (2.153) 
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где матрица B находится по формуле  
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,         (2.154) 

 
зависимые константы  
 
                             2 31sc c cφ φ= − − , 2 31c c cφ φΩ = − + ,           (2.155-2.156) 
 
параметр  
 

                                    1
1 12 1
2

PG c
rφ ε

⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                             (2.157) 

 
параметры, получаемые из инвариантов  
 

                       2 2
1 s sQ c II c IIΩ Ω= + , 3 2

2
2 2
3 s s sQ c III c c IVΩ= + .  (2.158-2.159) 

 

Модельные константы 

 
1 2 3 44.51, 0.47, 0.02, 0.08c c c cφ φ φ φ= = − = =  

 
2.3.8. Моделирование двухфазных течений 
 
Одной из характеристик двухфазных течений является число 

Стокса, определяемой по следующей формуле: 
 

                                           p

f

St
τ
τ

= ,                                       (2.160) 

 
где pτ - время релаксации, характеризующую динамическую 
инерционность частиц, а fτ - временной интегральный или 
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колмогоровский масштаб турбулентности.  Число Стокса 
характеризует инерционность частиц по отношению к масштабу 
турбулентности. При большой инерционности частиц или при 
сильной турбулентности число Стокса стремится к бесконечности. 
В этом случае движение частиц и жидкой фазы не коррелируются, 
т.е. частицы в основном движутся хаотично из одного вихря в 
другой. С другой стороны, при низких числах Стокса движение 
частиц коррелируется с движением жидкой фазы. Время 
релаксации pτ  является функцией от числа Рейнольдса частицы 
Re p , вычисляемой по следующей формуле: 
 

                                                   Re p
p

W d

ν
= ,                               (2.161) 

 
где W - разность скоростей между частицей и жидкой средой, pd - 
диаметр частицы. 
Как уже было упомянуто в главе 2.3 моделирование двухфазных 
течений проводится двумя способами: методом Эйлера и методом 
Лагранжа.  

 
Метод Эйлера 
 
В методе Эйлера осредненные уравнения для движения и 

теплообмена частиц записываются аналогично уравнениям для 
жидкой фазы (2.28-2.30). По аналогии требуется моделирование 
неизвестных корреляций скорости и температуры частиц, 
аналогичных рейнольдсовым напряжениям и переносу тепла в газе. 
Моделирование неизвестных корреляций проводится такими же 
способами, как и для жидкой среды. Расчет методом Эйлера 
проходит параллельно для двух фаз и полученные поля 
суммируются. Метод Эйлера применяется к течениям с частицами, 
обладающими малой инерционностью (равновесные течения). Во 
всех других случаях в настоящее время используют метод 
Лагранжа, хорошо описывающий течения с малой концентрацией 
частиц. При высокой концентрации частиц и большой величине 
инерционности (неравновесные течения)  необходимо 
дополнительно использовать модели, учитывающие соударения 
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между частицами (коллизионные модели) [76], а также модели, 
учитывающие влияние частиц на жидкую среду. 

 
Метод Лагранжа 
 
В методе Лагранжа записываются уравнения для 

индивидуальных частиц. 
Уравнение  изменения координат частицы 

 

                                                    p
p

d x
u

dt
= .                                    (2.162) 

 
Уравнение сил, которое представляет сумму сил, 

действующих на частицу 
 

                ...p
A g vm Sa M Pp

du
m F F F F F F

dt
= + + + + + + ,    (2.163) 

 
где AF - сила аэродинамического сопротивления, gF - сила тяжести, 

vmF -  виртуальная массовая сила, SaF - сила Сэфмена, MF - сила 
Магнуса, PF - сила вследствии градиента давления, кроме этого 
могут быть добавлены члены, учитывающие электрические, 
магнитные и другие силы. 

Ниже приведено подробное описание сил, находящихся с 
правой стороны уравнения (2.163).  

Сила аэродинамического сопротивления возникает вследствии 
трения молекул жидкости и поверхности частицы, а также 
вследствии неравномерного распределения давления по 
поверхности частицы. Сила аэродинамического сопротивления 
записывается в следующей форме: 

 

                             2

3 Re
4

f
A p d p rel

p p

F m C U
d
μ
ρ

= .                      (2.164) 

 
Коэффициент сопротивления частицы dC  в случае несжимаемого 
потока является функцией от числа Рейнольдса. При малых числах 
Рейнольдса Re 1p <<  используется простая зависимость 
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24
Red

p
C = . При высоких числах Рейнольдса Re 1000p <  

используют зависимость, предложенную Шиллером и Нойманом 
(1933) 
 

                                      ( )0.68724 1.0 0.15Re
Red p

p

C = + .                    (2.165) 

 
Сила тяжести определяется по формуле 
 
                                         g pF m g= .                                      (2.166) 
 
Виртуальная массовая сила представляет собой массу жидкой 

среды, которая увлекается при ускорении частицы. Виртуальная 
массовая сила пропорциональна отношению плотностей жидкой 

среды и частиц f

p

ργ ρ=  

 

                               ( )vm p vm f p
dF m C u u
dt

γ= − .                      (2.167) 

 
Коэффициент vmC  представляет собой долю объема жидкой среды 
по отношению к объему частиц. При низкой объемной доли 
дисперсной среды vmC  принимается равным 0.5. 

Сила Сэфмена возникает вследствии неоднородного профиля 
скорости жидкой среды при обтекании частицы. Разница скоростей 
приводит к возникновению перепада давлений. Сила Сэфмена [68] 
определяется следующим образом 

 

                             
0.5

21.615AS p rel
uF d U
y

ρμ ∂
= ⋅

∂
.                 (2.168) 

 
 
 
 
 
 



 83

Сила Магнуса возникает вследствии вращения частицы. Сила 
Магнуса записывается в следующем виде: 

 

                         ( )2

8
rel

M f p Ma rel rel
rel

U
F d c Uπ ρ= ×Ω

Ω
,               (2.169) 

 
здесь relΩ , relU - скорость вращения и переносная скорость 
относительно потока. 

Сила вследствии градиента давления записывается как 
 

                        f f f f
P p p

p p

Du Du
F m m g

Dt Dt
ρ ρ
ρ ρ

= − .                  (2.170) 

 
Также дополнительно используется уравнение вращения 

частицы 
 

                                              p
p i

d
I T

dt
ω

=∑ ,                                  (2.171) 

 
где pI - момент инерции частицы, iT∑ - сумма моментов 
действующих на частицу. 

Расчет течений методом Лагранжа проходит итеративно в два 
этапа. В начале рассчитывается поле для жидкой фазы (2.28-2.30), 
потом для частиц (2.162 и 2.163), далее снова решаются уравнения 
для жидкой фазы с источниковым членом, вычисленного из 
второго этапа. Итерации продолжаются до момента достижения 
заданной точности. 

 
2.3.9. Моделирование горения 
 
Как уже было отмечено в предыдущих главах, описание 

турбулентных процессов до сих пор представляется не полностью 
решенной задачей. Моделирование же турбулентного горения 
является еще более сложной задачей. Одной из основных проблем 
представляется также описание взаимосвязи турбулентных и 
химических процессов.  
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Для характеристики турбулентного горения часто используют 
число Дамколера 

 

                                          
c

tDa
t
τ= ,                                        (2.172) 

 
где ct - характерное время реакции, т.е. времени необходимого для 
перехода окислителя и топлива в продукты сгорания, tτ - 
характерный временной масштаб турбулентности, т.е. время 
нахождения объема жидкости в определенной точке пространства. 
Число Дамколера показывает влияние турбулентной и химической 
составляющих на процесс горения. При числах Дамколера 0Da →  
доминирующим являются химические реакции, при Da →∞ , 
ограничивающим является процессы турбулентного смешения.  
Другим важным параметром для характеристики процессов горения 
является число Карловитца. Число Карловитца характеризует 
отношение химического ct  и колмогоровского kt  масштабов 
времени  
 

                                                   c

k

tKa
t

= ,                                        (2.173) 

 
При числах 1Ka  химические процессы происходят быстрее, чем 
турбулентные. Еще одним, часто используемым параметром, 
является число Льюиса для специи, определяемое как 
 

                                          th
k

p k k

DLe
C D D
λ

ρ
= = ,                             (2.174) 

 

где th
p

D
C
λ
ρ

= - тепловой коэффициент диффузии. Число Льюиса 

показывает отношение тепловой скорости диффузии к скорости 
диффузии специи k . Во многих моделях горения тепловая скорость 
и скорость диффузии для всех специй принимаются одинаковыми, 
т.е. 1kLe = . В зависимости от режима горения (доминирование 
химии или турбулентности) и от вида горения (диффузионное, 
кинетическое или частично предварительно смешанное) модели 
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горения можно квалифицировать в соответствии с их применением 
(табл. 2.4). 
 
 диффузионное предварительно-

смешанное 
частично 
предварительно-
смешанное  

решение транспортных уравнений для каждой специи бесконечно 
быстрая по 
скорости 
химия 

предположение 
о смешиваемой 
доли (mixture 
fraction 
assumption) 

предположение 
о прогрессивной 
реакционной 
переменной 
(progress reaction 
variable) 

комбинированное 
использование 
методов для 
диффузионного и 
кинетического 
горения 

 
ограничен.
по 
скорости 
химия 

предположение 
о смешиваемой 
доли с 
дискретными 
ламинарными 
фронтами 
пламени 
(flamelet + 
mixture fraction 
assumption) 

предположение 
об условной 
прогрессивной 
реакционной 
переменной 
CPVA 
(conditioned 
progress variable 
approach), 
существенные 
малоразмерные 
множества 
ILDM (Intrinsic 
Low Dimensional 
Manifolds) 
 

комбинированное 
использование 
методов для 
диффузионного и 
кинетического 
горения с учетом 
огран. по 
скорости химии 

медленная 
по 
скорости 
химия  

 композиционная PDF модель (composition PDF) 

 
Табл. 2.4. Стратегии моделирования процессов горения. 
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 Решение транспортных уравнений для специй 
 

При данном предположении решаются уравнения для каждой 
специи i′: 
 

                          ( ) ( ) ,i i i i i i i
i i

m u m J R S
t x x
ρ ρ′ ′ ′ ′ ′

∂ ∂ ∂
+ = + +

∂ ∂ ∂
,           (2.175) 

 
где ,i mD ′  коэффициент диффузии, iR ′  скорость образования или 
распада специи, iS  - источниковый член. Диффузионный перенос 

,i iJ ′  обычно моделируется, используя градиентное предположение 

как и для уравнения переноса скаляра, т.е. , ,
t

i i i m
i

mJ D
Sch x
μρ′ ′

∂⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
. 

Транспортное уравнение для специй (2.175) необходимо решить 
для 1N −  специй, где N  общее количество химических 
компонентов в системе. Ниже приведены наиболее часто 
используемые методы для нахождения  скорости образования или 
образования специи iR . 

Наиболее простой способ определить член iR  пренебречь 
турбулентными флуктуациями, т. е. использовать уравнение 
Аррениуса (1.41) справедливое для ламинарного горения. Такой 
подход дает неточные результаты для турбулентного горения 
вследствии нелинейности уравнения (2.37), но может иногда 
применяться для относительно медленного горения с небольшими 
турбулентными флуктуациями.  

Более точная и широко используемая в настоящее время 
модель, предложенная Магнуссеном и Хъяртагером [51], 
базируется на предположении о вихревой диссипации (Eddy 
Dissipation). Модель вихревой вязкости устанавливает связь между 
скоростью реакции и скоростью диссипации вихрей реагентов и 
продуктов горения. В этой модели скорость реакции ,i kR ′  находится 
из лимитирующего значения двух уравнений 
 

                                        , ,
,

r
i k i k i

r k r

mR M A
k M
εν ρ
ν′ ′

′

′=
′

,                       (2.176) 
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                                       , ,

,

r
r

i k i k i N

r k r
j

m
R M AB

k M

εν ρ
ν

′ ′

′

′=
′

∑

∑
,                (2.177) 

 
где rm  представляет собой массовую долю каждой специи,  rm  
массовую долю части реактантов, а 4.0A =  и 0.5B =  
эмпирическими константами.  

Более точным является подход базирующиеся на концепции 
вихревой вязкости (Eddy Dissipation Concept). Эта концепция 
предполагает, что реакция происходит в мелких турбулентных 
структурах.  Характерный масштаб доли мелких структур 
моделируется как  

 

                                    
3

4
*

2C
kξ
νεξ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                                  (2.178) 

 
где *  обозначает свойства мелких структур,  Cξ  объемная долевая 
константа равная 2.1377. Соответственно характерный объем доли 
определяется как *3ξ . 

 Время реагирования специй в мелких структурах 
предполагается равным 

  

                                            
1

2
* Cτ

ντ
ε
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,                                (2.179) 

 
где Cτ  константа масштаба времени равная 0.4082. 

Значение iR  в уравнении (2.170) моделируется как 
 

                        
( )
( )

( )
2*

*
3* *1

i i iR Y Y
ρ ξ

τ ξ
= −

⎡ ⎤−
⎣ ⎦

,                      (2.180) 

 
где *

iY  мелкомасштабные массовые доли специй после времени 
реакции *τ . 
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Используя концепцию вихревой вязкости, возможно, 
интегрировать детальную химию, для описания процессов горения, 
например, пакет Кемкин, что повышает точность химической 
составляющей, но увеличивает время вычислений. 

 Решение транспортных уравнений для специй, возможно, 
применять для различных видов горения (диффузионного, 
предварительно-смешанного, частично предварительно-
смешанного). 

 
Диффузионное горение. Решение уравнения для 

смешиваемой доли. 
 

Как уже упоминалось в главе 2.3, структуру диффузионного 
горения можно описать уравнением сохранения пассивного скаляра 
для смешиваемой доли (mixture fraction). При чистом 
диффузионном горении число Дамколера Da →∞ , таким образом, 
процессы турбулентного смешения ограничивают скорость 
горения. Осредненное по Фавру уравнение для переноса 
пассивного скаляра при турбулентном горении записывается в 
следующем виде: 

 

                   i
j

i i i

u D u S
t x x x

ρ ξρξ ξρ ρ ξ
⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂ ′′ ′′+ = − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,         (2.181) 

 
где ξ  - смешиваемая доля, S  - источниковый член. 

Уравнение содержит неизвестные корреляции, турбулентный 
поток juρ ξ′′ ′′  моделирование которого рассматривалось в главе 
2.3.7. Предполагая, химическое равновесие, структура 
диффузионного пламени представляется через определение 
смешиваемой доли. Однако, в отличие от ламинарного 
диффузионного горения, турбулентное диффузионное горение не 
может представляться только значениями осредненных долей в 
виде ( )k kY Y ξ=  и ( )k kT T ξ=  вследствии появления флуктуаций 
смешиваемых долей. Проблема нахождения вышеприведенных 
зависимостей, как уже упоминалось, получило название как 
взаимосвязь химии и турбулентности (chemistry turbulent 
interaction). 
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Значение переменной kY  может быть найдена из PDF 
интеграции, решение которой возможно нахождением формы PDF 
ξ  

 

                                  ( ) ( )
1

0
k kY Y P dξ ξ ξ= ∫ ,                            (2.182) 

 
здесь для PDF функции ( )P ξ  использована форма β - функции, 
записываемой как 
 

                                 ( ) ( )

( )

11

1
11

0

1

1
P

d

βα

βα

ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ

−−

−−

−
=

−∫
.                            (2.183) 

 

Для определения параметров 
( )

2

1
1

ϕ ϕ
α ϕ

ϕ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= −

′′⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 

( ) ( )
2

1
1 1

ϕ ϕ
β ϕ

ϕ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= − −

′′⎜ ⎟
⎝ ⎠

 необходимо решить дополнительные 

уравнения для осредненной величины ϕ  и вариаций 
2

ϕ′′ . Таким 
образом, к значению смешиваемой доли ξ  требуется добавить его 
вариации 2ξ ′′ . Используя уравнение 2.181, транспортное уравнение 
для вариаций может быть записано 
 

                 

22 2
2

2 2 .

j
j

j j j

j
j j j

u
D u

t x x x

u
x Sc x x

ρ ξρξ ξρ ρ ξ

ξ μ ξ ξρ ξ

′′ ⎛ ⎞′′ ′′∂∂ ∂ ∂ ′′ ′′+ = − −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
′′ ′′∂ ∂ ∂′′ ′′− −

∂ ∂ ∂

           (2.184) 

 
Уравнение 2.184 содержит больше неизвестных переменных, 

чем уравнение 2.181. Дополнительно к турбулентному потоку 
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juρ ξ′′ ′′  появляются тройные корреляции 2
juρ ξ′′ ′′  и скорость 

диссипации скаляра 
j jx x

ξ ξ′′ ′′∂ ∂
∂ ∂

. Наиболее простой способ 

моделирования этих членов использование градиентного 
предположения, также как и при моделировании процессов 
теплообмена и смешения (глава 2.3.7) для члена потока скаляра. В 
этом случае поток скаляра записывается как [52] 

 

                                      t
j

i

u
xψ

μ ξρ ξ
σ

∂′′ ′′ =
∂

.                               (2.185) 

 
Тройные корреляции записываются аналогичным способом 

 

                                 
2

2 t
j

i

u
xξ

μ ξρ ξ
σ

′′∂′′ ′′− =
∂

.                              (2.186) 

 
Член диссипации моделируется по следующей формуле [52] 

 

                                  22 2
j jSc x x k

μ ξ ξ ερ ξ
′′ ′′∂ ∂ ′′=

∂ ∂
.                      (2.187) 

 
Для описания химии диффузионного горения используют ряд 

предоположений, рассмотренные ниже. 
Предположение о «листовом» характере пламени (Flame Sheet 

Approximation), которое предполагает, что химическая реакция 
бесконечно быстрая и необратимая, топливо и оксидант не 
существуют вместе и реакция проходит в один шаг (рис.2.3). Такое 
описание не требует вычисления скорости реакции или 
информации о химическом равновесии, вследствии этого такой 
подход обладает быстрым решением. Однако при таком упрощении 
описании реакции невозможно предсказать промежуточные 
образования специй или диссоционные эффекты. Часто результаты, 
базирующиеся на этой модели, показывают значительное 
превышение максимальной температуры.  
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Рис. 2.3. Предположение о «листовом» пламени. 
 
Другой более употребительный способ использовать, 

предположение о химическом равновесии (Equilibrium Assumption). 
В этом случае предполагается, что химия достаточно быстра для 
химического равновесия на молекулярном уровне (рис. 2.4).  

 

 
 

Рис. 2.4. Предположение о химическом равновесии.  
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Данный алгоритм базируется на минимализации свободной 
энергии Гиббса для получения молярной доли из массовой доли. На 
рис. 2.5 графически показана сгенерированная таблица зависимости 
плотности от смешиваемой доли кислорода и его вариаций при 
горении водород-кислород.   

 

Рис. 2.5. Графическое изображение зависимости плотности от  
смешиваемой доли кислорода и ее вариаций. 

 
Равновесная модель хорошо предсказывает образование 

промежуточных специй и не требует детальной информации о 
химической кинетике горения. Недостатком же этого метода 
является, неточное предсказание образование продуктов горения в 
медленных реакциях. 

Для описания диффузионного горения, где скорость реакций 
относительно ограничена, используют неравновесное 
предположение, например ламинарные фронты пламени (flamelet). 
В этом случае турбулентный фронт представляется как 
совокупность дискретных стационарных ламинарных фронтов  
(flamelet). Наряду со стационарными ламинарными фронтами 
иногда применяют нестационарные ламинарные фронты [88]. 
Предполагается, что индивидуальные ламинарные фронты имеют 
аналогичную структуру как и ламинарный фронт в простых 
конфигурациях. Обычно для моделирования химических процессов 
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ламинарного фронта используют ламинарное оппозитное 
диффузионное горение [88] с детальной химией (рис. 2.6). 

 

 
 

Рис. 2.6. Использование оппозитного горения для модели 
ламинарных фронтов.  

 
 Далее полученный ламинарный фронт встраивается в 

турбулентное горение, используя вероятностную функцию PDF. 
Преимуществом метода ламинарных фронтов является более 
реалистичное представление химических кинетических эффектов. 
Однако использование предположения о ламинарных фронтах 
ограничено относительно быстрой химией, такие «медленные» 
процессы, как воспламение или образование NOx предсказываются 
неточно и требуют дополнительного моделирования. Кроме метода 
ламинарных фронтов для более точного описания неравновесных 
эффектов используют также частично равновесное или богато-
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ограниченное предположение, но более правильным является 
предположение о полной неравновесности.  

Ниже приведен алгоритм расчета метода ламинарных фронтов 
с использованием ламинарного оппозитного диффузионного 
горения [88]. Оппозитное горение может быть описано двумя 
параметрами: смешиваемой долей и скоростью растяжений или 
диссипацией скаляра. Определение смешиваемой доли было 
приведено ранее. 

Характерная скорость растяжений (strain rate) sa  определяется 
как [88] 

 

                                           
2s
Ua
d

= ,                                      (2.188) 

 
где U  скорость топлива и окислителя, d  дистанция между 
отверстиями. Вместо использования скорости растяжений (strain 
rate) для характеристики неравновесности можно использовать 
диссипацию скаляра (scalar dissipation), определяемой как [88] 

 
                                       22Dχ ξ= ∇ ,                                   (2.189) 

 
где D  коэффициент диффузии. Можно записать отношение между 
скоростью растяжения sa  для оппозитного ламинарного 
диффузионного горения и диссипации скаляра stχ в месте, где 
наблюдается стехиометрическая смешиваемая доля stξ  [88] 
 

                                    
( )( )21exp 2 2s st

st

a erfc ξ
χ

π

−⎡ ⎤− ⎣ ⎦
= ,                (2.190) 

где stξ  стехиометрическая смешиваемая доля, erfc  дополнительная 
поправочная функция. Для адиабатной системы, массовую долю 
специй и температуру в методе ламинарных фронтов можно 
параметризировать через ξ  и stχ  и определить через PDF как [88] 

                                     ( ) ( ), ,st st stp d dφ φ ξ χ ξ χ ξ χ= ∫∫ ,                (2.191) 
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где φ  представляет собой массовую долю специи или температуру. 
Для генерации ламинарных фронтов используется уравнение 

для ламинарного оппозитного диффузионного горения, 
преобразованное из физического пространства в пространство 
смешиваемой доли [88] 

 

                                 
2

2

1
2

i i
i

Y Y S
t

ρ ρχ
ξ

∂ ∂
= +

∂ ∂
,                          (2.192) 

 
здесь N  уравнений решается для массовых долей специй iY  и 
одного уравнения для энтальпии (уравнение энергии или 
температуры) 
 

                   
2

2
12

N
p

p p n i
n

CT T TC C h S
t

χρ ρ ρ ρχ
ξ ξ ξ=

∂∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂ ∂∑ .          (2.193) 

 
Решая уравнения 2.190, 2.192 и 2.193 можно получить таблицы для 
смешиваемых долей и их вариаций. 

 
Предварительно-смешанное горение (кинетическое) 
 
Моделирование турбулентного предварительно-смешанного 

горения представляет более сложную задачу, чем моделирование 
диффузионного горения. В большинстве случаев кинетическое 
горение проходит в тонкой области – фронте пламени. Модели 
кинетического горения предполагают, что реакционное поле 
разделено на два региона: продукты сгорания и реагенты, 
разделенные фронтом пламени. Для описания такого типа обычно 
решается скалярное уравнение для переменной, локализующей 
фронт пламени c  (progress variable): 

                        

                    ( ) ( ) ( )j j c
j j

c u c c u
t x x
ρ ρ ρ ω∂ ∂ ∂ ′′ ′′+ = − +

∂ ∂ ∂
,        (2.194)  

 
где jc u′′ ′′ - корреляции скорости и скаляра, а cω  скорость реакции, 
требующие моделирования. 
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Прогрессивная переменная c  может представлять собой функцию 
от плотности, температуры или концентрации. Например, как 
функция от температуры 
 

                                                u

b u

T Tc
T T
−

=
−

,                                      (2.195) 

 
здесь uT , bT  температуры несгоревшей и сгоревшей части или как 
функция от массовых долей 
 

                                                  1

,
1

n

i
i

n

i ad
i

Y
c

Y

=

=

=
∑

∑
                                     (2.196) 

 
n - количество продуктов, iY  - массовая доля специи i , ,i adY - 
массовая доля специи i  после полного адиабатического горения. 
Полагаясь на этом определении 0c =  обозначает несгоревшие доли, 

1c =  сгоревшие доли. 
 Для нахождения члена корреляций скорости и скаляра jc u′′ ′′  
можно использовать градиентное предположение, как и в 
уравнение для скаляра или решить транспортное уравнение 
 

                  

( )

( ) ( )

.

Sjcjkc jc

cj

j j
k j i j k

k k k

j k
k j j j

T

j
jk k j c

k k

u c u cu u c u c u u
t x x x

P cu u c p c c p
x x x x

uc j u
x x

φ

ρε

ρ
ρ ρ

ρ

τ ω

Φ

′′ ′′∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ = − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
′′∂ ∂ ∂ ∂′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′+ − − +

∂ ∂ ∂ ∂

⎛ ⎞′′∂′′∂′′ ′′ ′′− − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

          (2.197) 

 
Ниже приведены некоторые способы моделирования членов этого 
уравнения. Турбулентный перенос обычно моделируется, базируясь 
на изотропном предположении [52] 
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2

j
jkc S

k k

k c uT C
x x

ρ
ε

⎛ ⎞′′ ′′∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

.                     (2.198) 

 
Член S

jcφ  определяют как сумму 
 
                                               S CD A

jc jc jcφ φ φ= + ,                                  (2.199) 
 
где первый член можно найти, как в простейшей модели Лаундера 
 

                              1 2
jCD S S

jc j i
i

uC u C u
k x
εφ ρ φ φ

⎛ ⎞∂′′ ′′ ′′ ′′= − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
                  (2.200) 

 
или как в модели Джонсона [36] 
 

                

( )

1 2

3 4

2 jS S
j ik

kCD
jc

kS S
l ik k il i lk

l

uC u C k b
k x

uC u C u u
x

ε φ
φ ρ

φ δ φ δ φ δ

⎛ ⎞∂′′ ′′− − +⎜ ⎟∂⎜ ⎟= ⎜ ⎟∂⎡ ⎤′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟⎣ ⎦ ∂⎝ ⎠

,     (2.201) 

 
а второй член можно определить  как в модели Линдстеда [50] 
 

                                                   
S

A
jc A

j

PC c
x

φ ∂′′=
∂

.                            (2.202) 

 
Диссипативный член и химическую корреляцию обычно 
моделируют вместе [52] 
 

                                      
2

1
2

c
cj j c ju c u c

c
ω

ρε ω ⎛ ⎞′′ ′′ ′′− + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠′′

.                (2.203) 

 
В табл. 2.5 приведены модельные константы. 
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Модель 
1
SC  2

SC  3
SC  4

SC  
SAC  

LS 3.0  0.33 0 0 0.3−  
J 

( )
3.0

1 3.0 II+
0.12 1.09  0.51 0.3−  

 
Табл. 2.5. Модельные константы для уравнения переноса 

корреляций скорости и скаляра. 
 
Скорость реакции cω  можно смоделировать, как и в [50] 
следующим уравнением 
 

                                 ( )0 1 1c R u L
k

C s c c
k V
εω ρ= − ,                              (2.204) 

где 2.6RC =  эмпирическая константа, ( )
1

4
kV εν=  колмогоровская 

скорость, а 0
Ls  ламинарная скорость горения. 

Ниже, как пример, приведены осредненные по Фавру уравнения 
к ε−  модели с BML моделью горения [21]: 

 

    
( )

,

i t
i i j

i j j k j

i
u i

uk k ku k u u
t x x x x

pu c
x

μρ ρ ρ ε μ
σ

ρτ
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⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂ ∂′′ ′′+ = − − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∂′′ ′′−
∂

   (2.205)                 
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ε ε
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⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂ ∂′′ ′′+ = − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∂′′ ′′−
∂

.   (2.206)  

           
Последние члены уравнений 2.205 и 2.206 являются добавочными 
членами BML модели. Дополнительная константа 3cε  принимается 
обычно равной 1.44 .  
Модель рейнольдсовых напряжений для горения (BML) записывает 
следующим образом                                
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ρ
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′′ ′′∂ ⎛ ⎞′′ ′′ ′′ ′′∂ ∂∂
+ = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.207) 

 
Подробно моделирование дополнительных членов в двух 
последних моделей рассмотрено в  [7], [60], [93]. 
Для моделирования предварительно-смешанного горения можно 
использовать G- уравнение (G- equation) [72].  В этой модели также 
решается скалярное уравнение для фронта пламени, однако G- 
уравнение действительно только в узкой зоне фронта пламени. 
Более подробно моделирование G- уравнения описано в [72]. 
 При предварительно-смешанном горении, в которых 
кинетические эффекты играют доминирующую роль используют 
предположение об условной прогрессивной переменной (CPVA) 
или существенные малоразмерные множества (ILDM). В первом 
случае вводится вероятностная функция для прогрессивной 
реакционной переменной, во втором случае из множества реакций  
выделяются наиболее важные реакции [52]. Иногда CPVA и ILDM 
применяют вместе.  

 
 Частично смешанное горение 

 
При частично- смешанном горении обычно используются 

комбинированные модели на базе моделей для диффузионного и 
кинетического горения. Прогрессивная переменная ( )0c =  
определяет положение фронта пламени. За фронтом пламени ( 1c = ) 
используется модель диффузионного горения. Перед фронтом 
используются массовые доли, температура и плотности, найденные 
из уравнения для несгоревших смешиваемых долей 0c = . В 
области 0 1c< <  используют линейную комбинацию сгоревшей и 
несгоревшей долей.  Другими словами решаются паралельно 
уравнения для прогрессивной переменной и уравнения для 
смешиваемых долей ξ  и 2ξ ′  перед фронтом пламени 0c = .  

 
 
 



 100

Уравнение для PDF записывается как 
 

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1b uc p d c p dφ φ ξ ξ ξ φ ξ ξ ξ= + −∫ ∫ .      (2.208)  

 
2.3.10 Моделирование пристеночных течений 

 
 Пристеночные функции 

 
Приведенные в предыдущих главах турбулентные модели 

пригодны для полностью развитых турбулентных течений. Однако 
вблизи стенок местное турбулентное число Рейнольдса Ret  
является столь малым, что вязкие эффекты превалируют над 
турбулентными. Один из наиболее распространенных подходов к 
моделированию пристеночных течений связан с использованием 
метода пристеночных функций, который обладает двумя 
очевидными достоинствами: позволяет экономить вычислительные 
ресурсы  и учитывать влияние различных факторов, в частности, 
шероховатости за счет введения эмпирических поправок. 

 

 
 

Рис. 2.7. Турбулентный профиль скорости в пристеночной зоне. 
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Пристеночная область течения может быть разбита на три 
зоны (рис 2.7):  
1) вязкий подслой, в котором вязкие напряжения доминируют над 
рейнольдсовыми и имеет место линейная зависимость скорости 

потока от расстояния до стенки: u y+ += , где uu
uτ

+ = , u yy τ

ν
+ = , а 

wuτ
τ

ρ=  - динамическая скорость. 

2) буферный слой, где вязкие и рейнольдсовы напряжения имеют 
один порядок. Соединяя профили для вязкого подслоя и 
логарифмического слоя, приближенно получают 5 ln 3.05u y+ += ⋅ + . 
Часто буферным слоем пренебрегают, считая его частью вязкого 
подслоя. Объединенная зона лежит в диапазоне 0 11.63y+≤ ≤ . (рис. 
2.7)  
3) в логарифмическом слое 11.63y+ ≥  рейнольдсовы напряжения 
значительно превышают вязкие, а профиль скорости может быть 
представлен в форме логарифмического закона 
 

                                              ( )1 lnu Ey B
к

+ +⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                       (2.209) 

 
где 0.41к ≈ - постоянная Кармана, Е - постоянная, определяющая 
степень шероховатости (для гладкой стены 8.8E = ), 5.0B ≈  - 
безразмерная константа. Описанные участки обычно объединяются 
в одну внутреннюю область, которая занимает порядка 20% 
толщины турбулентного пограничного слоя, и в котором 
генерируется около 80% всей энергии турбулентности. Одно из 
важных свойств внутренней области заключается в том, что 
профиль скорости слабо зависит от числа Рейнольдса, продольного 
градиента и прочих внешних условий. Именно это свойство 
послужило основой для построения универсальных соотношений 
(пристеночных функций), связывающих параметры течения с 
расстоянием от стенки. Наряду с универсальностью профиля 
скорости во внутренней области, метод пристеночных функций 
опирается на использование гипотезы о локальном равновесии 
турбулентных пульсаций, а также свойства локальной 
изотропности диссипирующих вихрей. Подробное описание 
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моделирования пограничного слоя приведено в работе Шлихтинга 
[69]. 

Аналогично строятся пристеночные функции для пассивного 
скаляра (Кадер, Яглом [41]) для описания процессов переноса 
тепла.   
1) для вязкого подслоя ( )11y+ ≤  

 
                             tλ λ≤  → Pr y+ +Θ = ⋅ ,                               (2.210) 

 
где λ - эффективный перенос, tλ - турбулентный перенос и +Θ - 
нормированный пассивный скаляр. 
1) буферный слой ( )0 11.63y+≤ ≤  

 
                                          tλ λ≈ ,                                          (2.211) 

 
2) логарифмический слой ( )11.63y+ ≥  

 

                                tλ λ≥  → ln
t

k y D
k

+ +Θ = + .                 (2.212) 

  
В этой области скаляр +Θ  получается из наложения скоростного и 
скалярного поля: 

   
                                            ( )Prt fU β+ +Θ = + ,                             (2.213) 

 
где функция fβ  найдена эмпирически согласно Кадеру и Яглому 
[41]: 

 
                                   2/312.5Pr 2.12ln Pr 1.5fβ = + +                     (2.214) 

 
Эффективный перенос описывает следующим образом: 
 

                                                  eff
y
T

λ
+

+= .                                       (2.215) 
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Пристеночные эффекты 
 
 Существует множество течений, где пристеночные функции 
дают неточные результаты. Одним из таких распространенных 
течений являются течение с отрывом. Для корректировки этого, 
предлагается в зоне пограничного слоя использовать различные 
демпфирующие функции, зависящие от пристеночных чисел 
Рейнольдса, а также включение члена описывающего 
молекулярный перенос. Введение дополнительных членов, 
например, в уравнения для k ε−  по сравнению с исходными 
уравнениями (2.90, 2.91) обусловлено, как потребностью более 
точного определения искомых функций в области малых значений 
Ret  в непосредственной близости от стенки, так и тем, что скорость 
диссипации sε ε≈  принимает не нулевое значение на стенке, в то 
время как кинетическая энергия на стенке равна нулю. Это значит, 
что соотношение 2 / kε  в уравнении (2.91) стремится к 
бесконечности. Для устранения этого недостатка вводится  понятие 
гомогенной диссипации 0ε ε ε= + , где ε - гомогенная диссипация, 
которая находится из уравнения диссипации, 0ε  - диссипация на 
стенке (высчитывается по-разному в зависимости от модели) и ε  - 
суммарная диссипация. 

Ниже  представлены низкорейнольдсовые (Low- Re) варианты 
некоторых рассмотренных ранее моделей. 

Низкорейнольдсовая k ε−  модель Чена [23]. 
 

                 i t
j ij

j j j k j

k k u ku
t x x x x

μρ ρ τ ρε μ
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

,     (2.216)                

                  

2

1 1 2 2

,

i
j ij

j j

t

j j

uu c f c f
t x k x k

E
x x

ε ε

ε

ε ε ε ερ ρ τ

μ εμ
σ

∂ ∂ ∂
+ = − +

∂ ∂ ∂

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂
+ +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

      (2.217)        

                                        0ε ε ε= + ,  0 22 k
y

ε υ= ,                (2.218-2.219) 

                                                / 2
22 yE e

y
εν

+−= − ,                            (2.220) 
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2

t
kc fμ μμ ρ
ε

= ,                                (2.221) 

 
здесь 0.01151 yf eμ

+−= − , 1 1f = , 
2(Re / 6)

2 1 0.22 tf e−= − - демпфирующие 
функции. 

Модельные константы: 
 

1 21.35; 1.80; 0.09; 1.0; 1.3kc c cε ε μ εσ σ= = = = =  
 

Аналогично, как и для низкорейнольдсовой k ε−  модели, для 
алгебраических моделей рейнольдсовых напряжений и для 
нелинейных моделей используются демпфирующие функции. 

Ниже представлены низкорейнольдсовые варианты для 
моделей WJ и CLS. 

Явная низкорейнольдсовая алгебраическая модель 
рейнольдсовых напряжений (Валлин, Йоханссон) [89]: 
                      

     

( )( )

( ) ( )

( )

2
1 2 2 2 2

2 1 3

2 2 2
1 4 1

2 2 2 2 2
1 6 1 9

1 3 4 1 1
max( , ) 3 3

1
2max( , )

2 ,
3

ex
ij seq

s s

eq
s s

f B
a S II I f II I

II II

Bf f S S
II II

f S S IVI f S S

β β

β

β β

Ω

− − ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + Ω − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤
+ − − Ω −Ω +⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎛ ⎞+ Ω −Ω − + Ω Ω −Ω Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

(2.222) 

 
Для демпфирующей функции используется функция Ван-

Дриста [87]: 
 

                                 1 1 exp yf
A

+

+

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, где 26A+ = .                  (2.223) 

  
Максимум-функция в (2.222) введена, чтобы избежать 

проблемы низкого значения sII  в отрывных течениях, для этого 
максимум-функция лимитируется значением eq

sII  для равновесных 
течений 
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2
1

1

405 5.74
216 160

eq
s

cII
c

= ≈
−

, для 1 1.8c = .                    (2.224) 

 
Нелинейная низкорейнольдсовая модель CLS (Крафт, 

Лаундер, Шуга)  [26] 
                            

                 

( )

( )

2
1 2

2 2 2
3 4 2

2 2
5 62 2

7 2

1
3

1
3

2
3

.

t t t
s

t t

t t
ij jk ki

t
ij jk ki

a S c S II I c S S
k

kc II I c S S

k kc S S IVI c S S S

kc S

μ μ μ
ε ε

μ μ
ε ε
μ μ
ε ε
μ
ε

Ω

⎛ ⎞= − + − + Ω −Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+ Ω − + Ω −Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞+ Ω −Ω − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ Ω Ω

,        (2.225) 

                                              
2

t
kc fμ μμ
ε

= ,                                     (2.226) 

                     

( )( ) ( )( )1.5

0.3 0.361 exp
exp 0.75max ,1 0.35 max ,

c
SS

μ

⎛ ⎞⎡ ⎤−
= −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟− Ω+ Ω ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

,   (2.227) 

                            
Демпфирующая функция 
 

                              ( ) ( )1/ 2 21 exp Re /90 Re / 400t tfμ ⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦ .        (2.228) 

 
Местное число Рейнольдса 
 

                                                 2Re /t k με= .                                  (2.229) 
 

Модельные константы: 

      2 2 2
1 2 3 4 5 6 70.1, 0.1, 0.26, 10 , 0, 5 , 5c c c c c c c c c cμ μ μ= − = = = − = = − =  
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  Аналогично вводятся демпфирующие функции для скалярных 
уравнений. Ниже приведена демпфирующая функция, 
используемая в модели Лам- Бремхорст (LB) [11]: 
 

                                        0.255Re 2 41(1 ) (1 )
Re

t
T

t

f eμ
−= − + .                  (2.230) 

  
К сожалению, ввод демпфирующих экспоненциальных 

функций создает определенные вычислительные трудности, кроме 
этого, для низкорейнольдсовых моделей требуется очень мелкая 
сетка около стенок, что значительно замедляет скорость 
вычислений [97] (Табл. П.2, приложение). Низкорейнольдсовые 
вариант существуют и для моделей рейнольдсовых напряжений, 
как правило, эти модели на порядок сложнее, чем выше 
приведенные, поэтому в рамках этого учебного пособия они не 
рассматриваются.  
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