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                                                           Семье  
и 

друзьям.             
 
 
 
 
 
ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
Численное моделирование течений (CFD – Computational Fluid 

Dynamics) и структурный анализ позволяют существенно ускорить 
разработку различных технических устройств, начиная от создания 
авиационных газотурбинных двигателей и заканчивая различной 
бытовой техникой. Кроме технических приложений моделирование 
широко применяется и в других областях, таких как моделирование 
атмосферных условий, моделирование распространения огня во 
время пожаров, в медицине, моделирование биохимических 
процессов и т.д. С развитием компьютерной техники и 
совершенствованием методов моделирования, вполне возможно  
численное моделирование займет доминирующее место, 
превосходя по использованию экспериментальные и аналитические 
методы.  

В первой части изложены теоретические основы 
моделирования турбулентных течений, процессов переноса тепла и 
смешения масс, излучения, двухфазных течений, а также процессов 
с горением и химическими реакциями. Дополнительно к 
теоретической части приведена и практическая часть, где на 
академических и реальных конфигурациях показаны преимущества 
и недостатки различных моделей на примере научного кода 
“FASTEST-3D”. “FASTEST-3D” поддерживается рядом немецких 
университетов и содержит последние достижения в области 
моделирования турбулентных течений и течений с горением. В 
книге также приведено краткое описание ряда коммерческих 
продуктов, таких как Fluent, CFX, CCM+, занимающих 
лидирующее положение в промышленных расчетах. 
Дополнительно рассмотрены программы для построения геометрии 
и генерирования сетки и программы для визуализации, полученных 
результатов. Кроме этого, приведены некоторые методы разработки 
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программного кода, на примере “FASTEST-3D”. Также вместе с 
численным моделированием в книге кратко приведены 
аналитические и экспериментальные методы. Аналогичным 
образом построена и вторая часть, посвященная структурному 
анализу. Наконец, в третье части изложено совмещенное 
моделирование. Автор надеется, что изложенный материал будет 
интересен студентам, научным работникам и инженерам в области  
численного моделирования течений и структурного анализа. 

Автор благодарит за помощь в рецензировании монографии 
Dr.-Ing. Мальцева А. (Evonik, Germany). Отдельная благодарность 
техническому университету Дармштадт (TU Darmstadt) в лице Prof. 
Dr.-Ing. M. Schafer, Prof. Dr.-Ing. J. Janicka, Prof. Dr.-Ing. A. Sadiki, 
Dr.-Ing. D. Sternel за предоставленный программный пакет 
“FASTEST-3D” и плодотворные дискуссии в области CFD. 
Отдельное спасибо  Dr.-Ing. C. Mouldi (TU Darmstadt, Germany), As. 
Prof. Dr.-Ing. Ying Huai (Dalian University of Technology, China), Dr.-
Ing. E. Schneider (ANSYS, Germany) за предоставленные тестовые 
конфигурации. Автор выражает благодарность компании Simutech 
Group (Canada) за предоставление коммерческого пакета ANSYS. 
Отдельное спасибо Узловой Э. и Ким Н. за корректировку текста 
книги. Автор благодарит Крылова Б.А и Бакулева В.В., которые 
морально поддерживали автора во всех научных изысканиях на 
протяжении долгих лет. 

Книга издана на средства автора и распространяется бесплатно. 
Замечания и пожелания просьба присылать на электронный адрес 
alex@yun.su.  
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УСЛОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 
 
Латинские  
 

Символ 
 

Размерность Определение 

   
, , , ,I II III IV V   инварианты первого, второго и т.д. 

порядка 
ija  2

2
м

с  
компоненты тензора анизотропии 
рейнольдсовых напряжений 

B  Тл  магнитная индукция 
iC  , ic   модельные коэффициенты 

jiC  Н  кориолисовы силы  

pc  
( )

Дж
кг×К  

удельная теплоемкость при 
постоянном давлении 

D  
2

Кл
м  электрическая индукция 

Dϕ   диффузионный перенос пассивного 
скаляра ϕ  

pd  м  диаметр частиц 
E  В

м  напряженность электрического поля 

E  Па  модуль упругости   
1 2,F F   весовая функция 

iF  Н  силы 
fμ , if   демпфирующие функции 

ig  
2

м
с  ускорение свободного падения 

H  А
м  напряженность магнитного поля 

J  2кг м×  момент инерции (структурный 
анализ) 

j  
2

А
м  плотность электрического тока 

Kn   число Кнудсена 
k  2

2
м

с  
турбулентная кинетическая энергия 

k   коэффициент упругости или 
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жесткости (структурный анализ) 
k+   безразмерная турбулентная 

кинетическая энергия, kk Uτ

+ =  

l  м  характерный масштаб 
турбулентности 

m   мера консистенции жидкости 
n   запас прочности (структурный 

анализ) 
P   мощность звука 
kP   член генерации турбулентности 

Pr   число Прандтля 
Prt   турбулентное число Прандтля 
p  Па  статистическое давление 
q  

3
Кл

м  плотность электрического заряда 

R  
( )

Дж
кг×К  

газовая постоянная 

Re  число Рейнольдса 
Re p   число Рейнольдса для частиц 
Ret   турбулентное число Рейнольдса 
Sc   молекулярное число Шмидта 

ijS  1
c  компоненты тензора скоростей 

деформации 
T  К  температура 
t  с  время 
, iu u  м

с  вектор скорости, компоненты 
скорости 

uτ  м
с  динамическая скорость, /w wτ ρ  

u+   безразмерная скорость 

i ju u′ ′  2
2

м
с  

компоненты тензора рейнольдсовых 
напряжений 

ju ϕ′ ′   компоненты потока скаляра 

V  3м  объем 
2ν  2

2
м

с  
масштаб скорости 

ix  м  декартовы координаты 
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y  м  расстояние от стенки 
y+   обезразмеренное расстояние от 

стенки, /u yτ ν  
 
Греческие  
 
Символ Размерность Определение 

 
   

α   коэффициент линейного 
расширения материала 
(структурный анализ) 

, , ,i i i iα β δ γ   модельные коэффициенты 
γ   скорость сдвига 
ϕΓ   молекулярный коэффициент 

диффузии пассивного скаляра, ϕ
ijδ   символ Кронекера                            
ε  2

2
м

с  
скорость диссипации 
турбулентной кинетической 
энергии 

ε   относительное удлинение 
(структурный анализ) 

MHDε   относительная диэлектрическая 
проницаемость 

0ε  2
2

м
с  

скорость диссипации 
турбулентной кинетической 
энергии на стенке 

ε +   безразмерная скорость 
диссипации турбулентной 
кинетической энергии,  

4Uτ

ενε + =  

iς  м  локальные координаты 

kη  м  колмогоровский масштаб длины 
λ  

( )
Дж

с×К×м  
коэффициент теплопроводности 

Φ   переменная 
ijφ   тензор перераспределения  
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iφ   мода (структурный анализ) 
ϕ   величина пассивного скаляра 
κ   константа Кармана  
, tμ μ  

( )
кг

м×с  коэффициенты динамической 
молекулярной и турбулентной 
вязкости 

μ   коэффициент Пуассона 
(структурный анализ) 

MHDμ   относительная магнитная 
проницаемость 

, tν ν  2м
с  

коэффициенты кинематической 
молекулярной и турбулентной 
вязкости        

ρ  
3

кг
м  плотность 

σ  2м  площадь     
σ  Па  нормальное напряжение 

(структурный анализ) 
ϕσ   турбулентное число Шмидта или 

Прандтля  
τ  с  турбулентный масштаб времени    
kτ  с  колмогоровский масштаб 

времени        
ijτ  2

2
м

с  
компоненты тензора 
рейнольдсовых напряжений 

ijΩ  1
c  компоненты тензора вектора 

завихренности  
kΩ , iω  1

c  скорость вращения 

iω  Гц  натуральные циклические 
частоты (структурный анализ) 

ω   удельная скорость диссипации 
 
Операторы 
 

Оператор Определение 
 

  
( )⋅  осреднение по Рейнольдсу 
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( )⋅  осреднение по Фавру 

( )div ⋅  дивергенция                                    
( )grad ⋅  градиент 

 
Нижний индекс 
 

Оператор Определение 
 

  
   ( )b⋅  сгоревшие компоненты 

   ( )F⋅  топливо 

( )O⋅  окислитель                                      

( )P⋅  продукт горения 
   ( )u⋅  несгоревшие компоненты 

 
Аббревиатуры 
 

Аббревиатуры                      Определение 
 

  
AS Абе, Шуга (Abe, Suga) 
BML Брэй, Мосс, Либби (Bray, Moss, Libby) 
CAD система автоматизированного 

проектирования (computer-aided-design) 
CARS когерентная антистоксова рамановская 

спектроскопия (Coherent anti-Stokes Raman 
Scattering) 

CDS центрально-разностная схема (Central 
Difference Scheme) 

CFD вычислительная гидрогазодинамика 
(Computational Fluid Dynamics) 

CLS Крафт, Лаундер, Шуга (Craft, Launder, Suga) 
CPVA предположение об условной прогрессивной 

переменной (Conditioned Progress Variable 
Approach) 
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CV контрольный объем (Control Volume) 
DDES отсроченное моделирование отсоединенных 

вихрей (Delayed DES) 
DES Моделирование отсоединенных крупных 

вихрей (Detached Eddy Simulation) 
DH Дейли, Харлоу (Daly, Harlow) 
DNS прямое численное моделирование (Direct 

Numerical Simulation) 
DO метод дискретных ординат (Discrete 

Ordinates) 
DTRM (Discrete Transfer Radiation Method) 
EARSM явная алгебраическая модель рейнольдсовых 

напряжений (Explicit Algebraic Reynolds 
Stress Model) 

EASFM явная алгебраическая модель переноса 
скаляра (Explicit Algebraic Scalar Flux Model)

EDC концепция вихревой диссипации (Eddy-
Dissipation Concept) 

EVM модель вихревой вязкости (Eddy-Viscosity 
Model) 

FASTEST-3D анализ течения решением транспортных 
уравнений описывающих 3-х мерную 
турбулентность (Flow Analysis Solving 
Transport Equations Simulating Turbulence 3 
Dimensional) 

GGDH основная градиенто-диффузионная гипотеза 
(General Gradient-Diffusion Hypothesis) 

GL Гибсон, Лаундер (Gibson, Launder) 
GS Гатски, Специале (Gatski, Speziale) 
HB твердость по Бринеллю (Hardness Brinell) 
HR твердость по Роквеллу (Hardness  Rockwell) 
IARSM неявная алгебраическая модель 

рейнольдсовых напряжений (Implicit 
Algebraic Reynolds Stress Model) 

ILDM существенные малоразмерные множества 
(Intrinsic Low-Dimensional Manifolds) 

KM Ким, Моин (Kim, Moin) 
LDA доплеровская лазерная анемометрия (Laser 

Doppler Anemometry) 
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LES   моделирование крупных вихрей (Large Eddy 
Simulation) 

LIF лазерно-индуцированная флюоресценция 
(Laser Induced Fluorescence) 

LM Лам-Бремхорст (Lam-Bremhorst) 
LRR   Лаундер, Рис, Роди (Launder, Reece, Rodi) 
LU нижняя-верхняя декомпозиция (Lower-Upper 

decomposition) 
MPI интерфейс передачи данных (Message 

Passing Interface) 
PDA фазовая доплеровская анемометрия (Phase 

Doppler Anemometer) 
PDF функция плотности вероятности (Probability 

Density Function) 
RANS моделирование на базе осредненных 

уравнений Навье-Стокса (Reynolds 
Averaging based Numerical  Simulations)            

RNG ренормированные группы (Renormalization 
Group) 

RSM модель рейнольдсовых напряжений 
(Reynolds Stress Model) 

RSFM модель рейнольсового потока скаляра 
(Reynolds Scalar Flux Model) 

RST тензор рейнольдсовых напряжений 
(Reynolds Stress Tensor) 

SAS масштабно-адаптированное моделирование 
(Scale adaptive Simulation) 

SGS Шуга, Гатски, Специале (Suga, Gatski, 
Speciale) 

SGS напряжения подсеточного масштаба (Sub 
Grid Stress) 

SIMPLE полуявный метод для связи уравнений через 
давление (Semi Implicit Method for Pressure 
Linked Equations) 

SIP строгая неявная процедура (Strongly Implicit 
Procedure) 

SMC замыкание второго уровня (Second Moment 
Closure) 

SPN упрощенная PN модель (Simplified PN Model) 
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SSG                   Специале, Саркар, Гатски (Speciale, Sarkar, 
Gatski) 

SST перенос сдвиговых напряжений (Shear Stress 
Transport) 

TLM двухслойное моделирование (two-layer 
model) 

QUICK квадратичная интерполяционная схема 
«вперед» для конвективной кинематики 
(Quadratic Upwind Interpolation for Convective 
Kinematics) 

UDS разностная схема «вперед» (Upwind 
Difference Scheme) 

URANS моделирование на базе нестационарных 
осредненных уравнений Навье-Стокса 
(Unsteady RANS) 

WJ Валлин, Йоханссон (Wallin, Johansson) 
WMLES моделирование крупных вихрей с 

пристеночным моделированием (wall-
modeled LES) 

WWJ Виркстром, Валлин, Йоханссон (Wirkstrom, 
Wallin, Johansson) 

ZFK Зельдович-Франк-Каменецкий 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

CFD включает в себя методы численного моделирования для 
описания движения жидких сред. В данной книге под CFD 
предполагается не только вычислительная гидрогазодинамика, как 
принято в отечественной литературе, а широкая область, 
охватывающая ламинарные и турбулентные течения, горение, 
тепло-массообмен, излучение, двухфазные и многофазные системы 
и т. д. CFD позволяет решать прикладные задачи из различных 
областей наук, таких как математика, химия, механика сплошных 
сред, биология и т.д. Развитие методов численного моделирования 
течений началось в 50-х годах прошедшего столетия с появлением 
вычислительной гидроаэродинамики. С середины 70-х до 80-х из-за 
недостатка компьютерных мощностей CFD в большей степени 
использовалась в научных целях. Именно в это время закладывался 
математический и физический фундамент. К достоинствам 
применения численного моделирования течений в инженерной 
практике можно отнести 

- сокращение времени разработки технических устройств, 
- моделирование процессов и течений, для которых 

недоступно проведение эксперимента, 
- детальная картина процессов, 
- снижение стоимости разработки. 
С другой стороны CFD имеет такие недостатки как конечная 

точность расчета, которая способна в некоторых случаях 
перечеркнуть преимущества численного моделирования.  

Наряду с вычислительной частью развиваются аналитические 
и экспериментальные методы. Использование всех трех методов, 
взаимно дополняющих друг друга, позволяет эффективно 
разрабатывать сложные технические устройства, такие как 
авиационные, космические и автомобильные двигатели, самолеты, 
корабли, подводные лодки, системы вентиляции и т.д. 
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С наступление 90-х годов и по настоящее время, развитие 
вычислительной техники позволило широко применять методы 
численного моделирования. CFD используется, кроме сугубо 
технических приложений, во многих областях, например в 
медицине: разработка систем циркуляции крови, систем 
вентиляции легких, барокамер, в метеорологии: моделирование 
атмосферных явлений, в строительстве: моделирование систем 
пожаротушения, составление картины обдува ветром зданий, в 
металлургии: моделирование литья и во многом другом. Также 
существенно расширился математический и физический аппарат, 
усовершенствовались модели турбулентности, горения, излучения, 
акустики, двухфазных течений, методы дискретизации и 
численного решения дифференциальных уравнений и т. д. Таким 
образом, CFD представляет собой прикладную науку, 
базирующуюся на различных областях наук и успешно 
применяемую для решения широкого круга задач.  

Вышеизложенное также применительно и к структурному 
анализу. Прочностные расчеты играют основную роль при 
разработке любых технических устройств, а совместное 
исследование течений и прочностной анализ позволяют 
рассматривать дизайн конструкции со всех сторон. В настоящее 
время совмещенное моделирование, а также CFD и прочностной 
анализ по отдельности продолжают активно развиваться. 

Книга состоит из 3-х частей. В первой части последовательно 
рассмотрены теоретические основы моделирования (глава I), 
приведены практические рекомендации (глава II), кратко изложены 
аналитические методы (глава III), описан ряд существующих 
экспериментальных методов (глава IV) применительно к CFD. 
Аналогично построена и вторая часть, посвященная структурному 
анализу (глава V-VIII). Наконец в третьей части кратко 
рассмотрены вопросы совмещенного моделирования (глава IX).   В 
конце, для лучшего ориентирования по книге, приведены именной 
и предметный указатели. 
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РАЗДЕЛ I. АНАЛИЗ ТЕЧЕНИЙ: ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ 
ЧАСТЬ 
 
Глава 1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 

 
Изучению движения газообразных, жидких и твердых 

деформированных  тел посвящен отдельный раздел механики - 
механика сплошных сред. В механике сплошных сред за основу 
принимается гипотеза о сплошности среды. Сплошность среды 
предполагает, что в любом бесконечно малом объеме содержится 
достаточно большое число молекул, образующих континуум.  
Таким образом, среда и ее физические свойства непрерывно 
распределены в пространстве. Очевидно, что гипотеза о 
сплошности среды неприменима при очень большом разрежении. В 
качестве критерия сплошности можно использовать число 
Кнудсена 

 

                                         lKn
L

= ,                                             (1.1) 

 
где  l  - длина свободного пробега молекул, а L  - характерный 
размер. Для сплошной среды справедливо 1Kn� . 

 Раздел механики сплошных сред, изучающей движение газов 
или жидкостей, называется механикой жидкостей и газов. 
Механика жидкостей и газов, в свою очередь, делится на 
аэродинамику и газодинамику (в применении к сжимаемым средам) 
и гидрогазодинамику (несжимаемые среды соответственно). Для 
учета влияния сжимаемости движущихся газов используется число 
Маха, определяемое как 

 

                                          uM
a

= ,                                             (1.2) 



 20

где  u  - скорость потока, а a  - местная скорость звука. При 
скоростях потока ниже 0.3...0.4M < , сжимаемостью среды обычно 
пренебрегают, при более высоких скоростях необходимо учитывать 
сжимаемость среды.  

Для описания движения сплошной среды используются два 
метода, предложенных Лагранжем и Эйлером. Метод Лагранжа 
заключается в описании сплошной среды посредством описания 
движения индивидуализированных материальных частиц среды. 
Материальные координаты частиц ix  задаются как функции 
времени t . Индивидуализация частиц требует дополнительного 
задания значений координат каждой из них 1a , 2a , 3a  в некоторый 
начальный момент времени 0t t= . Величины ia  и t  называют 
лагранжевыми переменными.  Кинетические уравнения движения 
записываются в следующей форме 
   
                                              ( )1 2 3, , ,i ix x a a a t= .                                (1.3) 
 
В методе Эйлера, более распространенном, чем метод Лагранжа, 
задается поле вектора скорости uG  с проекциями 1u , 2u , 3u , т.е. 
 
                                             ( )1 2 3, , ,i iu u x x x t= .                                 (1.4) 
 
Физически метод Эйлера заключается в описании поведения 
сплошной среды в фиксированных точках пространства, а не в 
частицах движущейся сплошной среды. Переменные ix  и t  
называют эйлеровыми переменными. Таким образом, в методе 
Лагранжа координаты ix  относятся к движущимся частицам среды, 
а в методе Эйлера к точкам пространства, с которыми в данный 
момент совпадают эти частицы, что позволяет переписать 
уравнение (1.4) в виде следующего уравнения 
 

                                          ( )1 2 3, , ,i
i i

xu u x x x t
t

∂
= =
∂

.                           (1.5) 

 
Интегрируя данное уравнение можно получить  
 
                                            ( )1 2 3, , ,i ix x C C C t= ,                                (1.6) 
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где 1C , 2C , 3C  константы интегрирования, которые можно 
исключить при помощи начальных условий при 0t t=  
 
                                            ( )1 2 3 0, , ,i ia x C C C t= .                               (1.7) 
 
В конечном итоге можно получить переходное уравнение связи 
эйлеровых и лагранжевых уравнений [25], [30]. 

 В механике жидкостей и газов используется модель 
сплошной деформируемой среды,  обладающей неограниченной 
деформируемостью (текучестью). Это свойство выражается в 
прямой зависимости касательных напряжений от скорости 
деформации сдвига. Жидкости, в которых касательные напряжения 
линейно пропорциональны скоростям деформации сдвига, 
называют ньютоновскими жидкостями. Математически это 
записывается в следующей форме: 

 

                                                   du
dy

τ μ= ,                                          (1.8) 

 
где τ - касательные напряжения, μ - вязкость жидкости 

(коэффициент пропорциональности) и du
dy

- градиент скорости, 

перпендикулярный к касательным напряжениям. Жидкости, в 
которых не соблюдается линейная пропорциональность 
касательных напряжений и скоростей деформации сдвига, 
называют неньютоновскими. Изучением неньютоновских 
жидкостей занимается общая наука о текучести - реология. 
Некоторые физические основы неньютоновских жидкостей даны в 
главе 1.2. 
 

1.1. Математические элементы   
 

Ниже даны некоторые элементы тензорной алгебры и 
математические обозначения, используемые в данной книге. 

Физическая величина – это количественная характеристика 
того или иного явления в физике. Полем физической величины 
(скорости, температуры, давления и др.) называют совокупность 
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значений этой величины, однозначно определяемой в каждой точке 
пространства. Если физическая величина выражается одним числом 
(плотность, температура, давление) то такую величину называют 
скаляром. В случае, если для физической величины указывается 
направление (скорость, ускорение, сила), то имеет место вектор 
(лат. vehere – влечь, тянуть). Вектор характеризуется тремя 
компонентами, обычно проекциями на оси координат  

( )1 2 3, ,ic x x x=  (рис. 1.1). Для обозначения вектора часто также 
используется стрелка над величиной, например F

G
, B
G

. 
 

 
 

Рис. 1.1. Вектор C и его проекции на оси координат. 
 
Скаляр или вектор иногда называют тензором нулевого или 

первого ранга соответственно. Для описания движения 
материальной точки или абсолютно твердого тела достаточно 
скалярных и векторных величин. Однако, при описании динамики 
движения жидкости требуются тензоры более высокого ранга. 
Например, тензор второго ранга или просто тензор представляет 
совокупность 9 величин, компонентов тензора. Так тензор 
напряжений ijσ  записывается как  

 

                                   
11 12 13

21 22 23

31 32 33

ij

σ σ σ
σ σ σ σ

σ σ σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                            (1.9) 

 
В механике сплошных сред тензоры выше второго ранга 

почти не применяются, исключение составляет тензор Леви-
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Чивита, рассмотренный ниже. Если во всех точках поля скалярные, 
векторные или тензорные величины имеют одинаковые значения, 
то поле называют однородным, в противном случае неоднородным. 
Поля физических величин могут не изменяться с течением времени, 
т.е. быть стационарными и изменятся – нестационарными. Тензор 

ija  является симметричным, если ij jia a=  и тензор ijb  
антисимметричный, если ij jib b= − . Таким образом, симметричный 
тензор ija  определяется шестью компонентами, так как 
компоненты, симметрично расположенные по отношению к 
главной диагонали, равны. А антисимметричный тензор  ijb  - тремя 
компонентами, лежащими по одну сторону от главной диагонали, 
при этом компоненты главной диагонали равны нулю. В механике 
сплошных сред часто используются следующие специальные 
тензоры: 

ijδ - тензор (символ Кронекера) представляет собой симметричный 
единичный тензор второго ранга 

 

                         
1, 1,2,3

0,ij

если i j
если i j

δ
= =⎧

= ⎨ ≠⎩
,                         (1.10) 

 
матрица тензора выглядит как  

 

                                  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ijδ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                                     (1.11) 

 
а след тензора 1ijδ = , 

ijke  - тензор (тензор Леви-Чивита) антисимметричный единичный 
тензор третьего ранга 

 

                                
1 123,231,312
1 213,132,321

0
ijк

для ijk
e для ijk

другое

=⎧
⎪= − =⎨
⎪⎩

.                 (1.12) 
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Используя тензорную запись можно компактно записывать 
уравнения. Например, второй закон Ньютона в общей форме 
записывается как 
 

                                              
2

2

d xm F
dt

=
G G

,                                          (1.13) 

 

а его компоненты 
2

1
12

d xm F
dt

= , 
2

2
22

d xm F
dt

=  и 
2

3
32

d xm F
dt

= . В 

тензорном виде второй закон Ньютона запишется в виде 
 

                                              
2

2
i

i
d xm F
dt

= .                                         (1.14) 

 
Аналогично уравнение неразрывности в общем виде выглядит как 
 

                           
3

1 2 3

11 2 3

0 0i

i i

u u u u
x x x x=

∂ ∂ ∂ ∂
+ + = ⇔ =

∂ ∂ ∂ ∂∑ ,                (1.15-1.16) 

 
а в тензорном виде, следуя приему, предложенному Эйнштейном, 
опуская знак суммирования Σ перед суммируемыми одночленами, 
уравнение неразрывности записывается в следующем виде: 
 

                                                   0i

i

u
x
∂

=
∂

.                                           (1.17) 

 
При тензорной записи существуют следующие правила: 
1. никакой индекс не может повторяться в выражении более чем 
два раза;  
2. количество и буквенные обозначения свободных индексов в 
любом слагаемом правой и левой части уравнения должно быть 
одинаковым.  
Более подробно о свойствах и действиях над тензорами и 
векторами можно прочитать в учебниках по тензорной алгебре [4], 
[28]. 

Для обозначения градиентов часто используют оператор набла 
∇ , определяемого в декартовых координатах как 
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                                        i j k
x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

GG G
,                              (1.18) 

 
где i

G
, j
G

, k
G

 единичные векторы по осям x , y , z . При умножение ∇  
на скаляр, получается вектор 
 

                                    i j k
x y z
ϕ ϕ ϕϕ ∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

GG G
,                             (1.19) 

 
представляющий собой градиент функции ϕ . Скалярное 
произведение 2∇ ⋅∇ = ∇  называется оператором Лапласа и 
обозначается как Δ . Оператор Лапласа в декартовых координатах 
определяется как 
 

                                           
2 2 2

2 2 2x y z
∂ ∂ ∂

Δ = + +
∂ ∂ ∂

.                              (1.20) 

 
1.2. Неньютоновские жидкости   

 
Уравнение 1.8 в реологии обычно записывают в следующем виде:  
 

                                            du
dy

τ μ μγ= = � ,                                      (1.21) 

 
где γ�  - представляет собой скорость сдвига, вязкость μ  в случае 
неньютоновских жидкостей зависит не только от температуры и 
давления, как в случае ньютоновских, но и от скорости сдвига, 
предыстории, времени. 
В зависимости от свойств, неньютоновские жидкости можно 
разделить на следующие виды: 
1. Псевдопластичные (shear thining fluids). В таких жидкостях 
вязкость уменьшается при увеличении скорости сдвига. Такие 
жидкости широко распространенны, к ним относятся краски, 
эмульсии, различные суспензии и т.д. 
2. Дилатантные жидкости (shear thickening). В таких жидкостях 
вязкость, наоборот, увеличивается с увеличением скорости сдвига. 
Такие жидкости не так распространены, как псевдопластичные. К 
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ним относятся, например, сиропы, различные суспензии, смеси 
песка с водой и т.д. 
3. Вязко-пластичные жидкости (viscoplastic). К таким жидкостям 
относятся жидкости, которые ведут себя как твердые материалы, но 
при воздействии начинают вести себя как жидкости. После 
преодоления критического напряжения могут вести себя как 
ньютоновские (бингамовские пластики), псевдопластичные или 
дилатантные жидкости. К ним относятся кетчупы, гели, зубные 
пасты и т.д.  
На рис. 1.2 показана диаграмма с различными видами 
неньютоновских жидкостей, для сравнения показан также график 
ньютоновской жидкости имеющей линейный характер. 
 

 
 

Рис. 1.2. Классификация жидкостей. 
 
Другая разновидность неньютоновских жидкостей – жидкости, в 
которых вязкость зависит от времени при постоянных окружающих 
условиях и скорости сдвига. В зависимости от времени, если 
вязкость жидкости уменьшается, то жидкость называют 
тиксотропной, в обратном случае реопексной. В реальности часто 
встречаются жидкости, имеющие сразу свойства нескольких видов. 
Наиболее часто для описания свойств псевдопластичных 
жидкостей используют степенной закон (модель Освальда де Веле) 
[57] 
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                                                nmτ γ= � ,                                             (1.22) 
 
где  n  - показатель степени, m  - мера консистенции жидкости. Обе 
константы зависят от свойств жидкости. Показатель степени n  
характеризует удаленность жидкости от ньютоновской, при 1n =  
жидкость является ньютоновской, а мера консистенции 
пропорциональна вязкости жидкости. Уравнение 1.22 можно 
переписать для вязкости, как 
 
                                               1nmμ γ −= � .                                           (1.23) 
 
Степенной закон можно применять и для дилатантных жидкостей, 
в этом случае показатель степени больше 1: 1n > . Несмотря на 
широкое применение степенного закона для описания 
неньютоновских жидкостей, данное уравнение не описывает 
крайние случаи при 0γ →�  и γ →∞� . В этом случае для 
псевдопластичных жидкостей наблюдается плато. Возникновение 
плато для дилатантных жидкостей пока еще детально не изучено. 
Для описания крайних случаев для псевдопластичных жидкостей 
Кросс предложил следующее уравнение 
 

                                          
0

1
1 nm

τ τ
τ τ γ

∞

∞

−
=

− + �
                                    (1.24) 

 
и для вязкости  
 

                                                0

1 n

μμ
γ

=
+ �

.                                         (1.25) 

 
В таблице 1 сведены некоторые распространенные модели для 
описания различных видов неньютоновских жидкостей.  
 
 
 
 
 
 
 



 28

Название Уравнение Переменные 
Псевдопластичные неньютоновские жидкости 
Степенной закон или 
модель Освальда де 
Веле (Ostwald de 
Waele [57]) 

1nmμ γ −= �  n , m  

Модель Кросса 
(Cross [65]) 

0

1 n

μμ
γ

=
+ �

 n  

Модель Эллиса (Ellis 
[57]) 

0
1

1
2

1

α

μμ
τ
τ

−=
⎛ ⎞
⎜ ⎟+
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 α , τ  

Модель Карро 
(Carreau [55]) 

( )

( )
0

1
2 21

т

μ μ
μ μ

γ

∞
∞ −

−
= +

+ �
 

m  

Вязко-пластичные неньютоновские жидкости 
Модель Бингема 
(Bingham [57]) Kτμ

γ
= +
�

 K  

Модель Хершеля-
Бюлкли (Herschel-
Bulkley [57]) 

1nKτμ γ
γ

−= + �
�

 K , n , τ  

Модель Кассона 
(Casson [57]) Kτμ

γ
= +

�
 

K , n , τ  

Таб. 1.1. Модели для описания неньютоновских жидкостей.  
 
Для тиксотропных или реопексных жидкостей в рамках механики 
сплошных сред в вышеприведенных моделях используются 
зависимые от времени вязкость и напряжения.  

 
1.3. Основные уравнения  
  

 Фундаментальные уравнения механики жидкости и газа 
основаны на универсальных законах сохранения: массы, импульса 
и энергии. За исключением некоторых случаев, аналитическое 
решение данных уравнений невозможно, в частности, в случае 
турбулентных течений, вследствии их нестационарного и 
случайного характера. Альтернативой аналитическому решению 
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являются численные методы решения уравнений [3], [6], [31], [32]. 
В инженерных расчетах наиболее часто используется подход, 
предложенный Рейнольдсом, в котором мгновенные значения 
параметров потока представляются в виде суммы осредненной 
величины (например, статистически стационарного течения по 
времени) и ее пульсационной составляющей. Вследствие 
применения процедуры осреднения появляются новые незамкнутые 
корреляции (так называемые рейнольдсовые напряжения), которые 
требуют моделирования. Более подробно методы моделирования 
рассмотрены в главе 2. 
 

Уравнение неразрывности 
  

Интегральная форма уравнения неразрывности записывается 
как 
  

                                         0
V

I II

dV und
t σ

ρ ρ σ∂
+ =

∂ ∫ ∫
G G

��	�
 ��	�

,                          (1.26)         

 
где V  обозначает фиксированный (неподвижный) контрольный 
объем, для которого формулируется закон сохранения массы, σ  
площадь, ограничивающая этот контрольный объем, u

G
 вектор 

скорости жидкости и n
G

 единичный вектор нормальный к 
поверхности σ  и направленный наружу. Уравнение (1.26) 
показывает, что изменение массы в фиксированном объеме V  
(первый член, I) вызывается изменением потока массы через 
границы объема σ  (второй член, II). 

Использую теорему Гаусса, поверхностный интеграл во 
втором члене II можно трансформировать в объемный интеграл 
  

                                      ( ) 0
V V

dV div u dV
t
ρ ρ∂

+ =
∂ ∫ ∫

G
.                      (1.27)    

 
В дифференциальной  форме уравнение неразрывности или 

сохранения массы [25] записывается в виде 
 



 30

                                               
N N

0i

i
I II

u
t x

ρρ ∂∂
+ =

∂ ∂
,                                   (1.28)    

                                               
где первый член описывает нестационарность потока, второй член 
представляет собой конвективный перенос.  
 Для несжимаемых жидкостей уравнение неразрывности 
записывается в виде 
  

                                                    0i

i

u
x
∂

=
∂

,                                         (1.29) 

 
Уравнение изменения количества движения 

 
 Аналогично уравнению неразрывности записывается 
уравнение изменения количества движения в интегральной форме 

 

                                      
V

udV uund f
t σ

ρ ρ σ∂
+ = Σ

∂ ∫ ∫
G G G G

,                       (1.30) 

                               
где правая сторона представляет собой сумму всех сил 
(поверхностные – давление, нормальные и касательные напряжения 
и т. д.; массовые силы – гравитация, электромагнитные силы и т. 
д.), действующих на контрольный объем. 
 Среди сил учитываются поверхностные силы (действующие 
на границах контрольного объема) и массовые (действующие на 
весь объем в целом) силы 
 

                 
V V

udV uund pnd nd gdV
t σ σ σ

ρ ρ σ σ τ σ ρ∂
+ = − + +

∂ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
G G GG G G JG

,   (1.31)                 

 
где g

JG
 ускорение свободного падения и τ  тензор напряжений. 

Используя теорему Гаусса к уравнению (1.31) и трансформируя 
поверхностные интегралы в объемные, а также принимая 
контрольные объемы стремящимися к нулю, можно записать 
уравнение количества движения в дифференциальной форме 
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N N N

N
i j iji

i
j i j V

I III IVII

u uu p g
t x x x

ρ τρ ρ
∂ ∂∂ ∂

+ = − + +
∂ ∂ ∂ ∂

�	

,                 (1.32)            

 
где первый член описывает нестационарность потока, второй - 
конвективный перенос, третий и четвертый члены - поверхностные 
силы (градиент давления и молекулярную диффузию), пятый - 
массовые силы (гравитацию).  Для ньютоновских жидкостей тензор 
напряжений по гипотезе Стокса [148] представляется в виде 
  

                                 2
3

ji k
ij ij

j i к

uu u
x x x

τ μ μ δ
⎛ ⎞∂∂ ∂

= + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
,                      (1.33) 

 
где ijδ - символ Кронекера ( 1, 0ij iji j i jδ δ= → = ≠ → = ). 

С учетом последнего соотношения (1.33), уравнение 
изменения количества движения записывается в следующем виде 
                          

 2
3

i j ji i k
ij i

j i j j i к

u u uu u up g
t x x x x x x

ρρ μ μ δ ρ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂

+ = − + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
,   (1.34) 

 
Проведя ряд преобразований с уравнениями (1.29 и 1.34), 

можно получить уравнение движения в форме Навье-Стокса [1].  
Для несжимаемых жидкостей и при постоянной вязкости уравнение 
Навье-Стокса [25] записывается в виде 

 

                   
21i i i

j i
j i i j

u u upu g
t x x x x

μ
ρ ρ

∂ ∂ ∂∂
+ = − + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
.                 (1.35)  

 
Если использовать предположение об идеальной жидкости 
(вязкость отсутствует), можно получить уравнение Эйлера: 
 

                                  1i i
j i

j i

u u pu g
t x xρ

∂ ∂ ∂
+ = − +

∂ ∂ ∂
.                             (1.36) 
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 Уравнение Эйлера, а также предположение об идеальной 
жидкости, часто используют для теоретических исследований. 

В случае течений во вращающейся системе в уравнение (1.35) 
добавляются кориолисовы силы ( )2 u− Ω×

GG
 и центробежное 

ускорение: 
 

                       
*

*i j iji

j i j

u uu p f
t x x x

ρ τρ ∂ ∂∂ ∂
+ = − + +

∂ ∂ ∂ ∂
,                    (1.37)                 

 
где давление *p  определяется как 

 
             ( )( ) ( )( )0.5 0.5i i к к i i к кp p x x x xρ ρ∗ = − Ω Ω + Ω Ω .     (1.38) 
 

Массовые силы с кориолисовым ускорением записываются как 
 
                                  2i i ijк j кf f e uρ∗ = − Ω ,                              (1.39) 
 

где ijкe  представляет собой оператор Леви-Чивита. 
 

 Уравнения баланса энергии и пассивного скаляра 
 
 Множество течений, представляющих инженерный интерес, 
имеют сложную структуру, включающую смешивание, перенос 
тепла и масс, химические реакции и т. д. Величины энергии, 
энтальпии, температуры или массовой доли представляют собой 
скалярные величины. Аналогично вышеприведенным уравнениям 
сохранения можно записать уравнение сохранения скаляра в 
интегральной форме  

 

                          
V

dV u nd f
t ϕ

σ

ρϕ ρϕ σ∂
+ ⋅ = Σ

∂ ∫ ∫
G G

,                       (1.40)   

 
где ϕ  обозначает скаляр, fϕ  обозначает вклад в перенос ϕ  через 
все неконвективные механизмы. Для однофазного течения 
достаточно принимать во внимание диффузионный перенос и 
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источниковый член. Диффузионный перенос представляется 
дополнительно к конвективному (1.40) как 
 

                      
V V

dV u nd D nd S dV
t ϕ ϕ

σ σ

ρϕ ρϕ σ σ∂
+ ⋅ = ⋅ +

∂ ∫ ∫ ∫ ∫
G GG .         (1.41) 

 
Аналогично молекулярному переносу, диффузионный перенос 

тепла Dϕ  или массы можно определить, используя закон Фурье или 
Фика соответственно. Эти законы представляют градиентное 
приближение и в общей форме записываются как  

 
                                       D gradϕ ϕ ϕ= Γ ,                                  (1.42)   
 

где ϕΓ  тепловой или массовый коэффициент диффузии скаляра ϕ .  
Подставляя диффузионный поток (1.42) в уравнение (1.41), 

используя теорему Гаусса и принимая контрольный объем 
бесконечно малым, можно записать уравнение скаляра в 
дифференциальном виде 
                                  

                                       i

i i i

u S
t x x xϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ = Γ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

.                 (1.43) 

  
Коэффициент диффузии ϕΓ  для массы записывается, как 
соотношение вязкости ν  и числа Шмидта 
 

                                                   
Scϕ
ν

Γ = .                                         (1.44) 

 
Число Шмидта представляет собой диффузионный аналог числа 
Прандтля и характеризует относительную роль молекулярных 
процессов переноса количества движения и переноса массы 
примеси диффузией. В совершенных газах 1Sc = , так как Dν = , в 
реальных газах оно может отличаться от 1. 

Принимая pC Tϕ = , аналогичную форму можно получить для 
дифференциального уравнения сохранения энергии 
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c T u c T uq S
t x x x

τ
ρ ρ
∂ ∂ ∂∂
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,             (1.45) 

 
первый член описывает нестационарность потока, второй- 
конвективный перенос, третий- перенос за счет теплопроводности и  

определяется законом Фурье для переноса энергии i
i

Tq
x

λ ∂= −
∂

, 

четвертый- диссипацию энергии, пятый-  приток или убытие 
энергии за счет химических реакций, радиации и т.д. 
 Для характеристики процессов переноса тепла используют 
число Нуссельта, определяемое как 

 

                                        0k

l

q lNu
q

α
λ

= = ,                                 (1.46) 

 
где kq  перенос тепла посредством конвекции, lq  перенос тепла 
посредством теплопроводности, α  коэффициент теплового 
переноса, 0l  характерная длина.  

Величина kq  определяется по формуле 
 

                                                  ( )1
1

k Gq T T
x
λ

= −                                (1.47) 

  
и lq  как 
 

                                                 ( )
0

l m Gq T T
l
λ

= − ,                               (1.48) 

 
где 1x  расстояние до стенки, 1T  температура потока, GT  температура 
на стенке и  mT  средняя температура потока (рис. 1.3).  
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Рис. 1.3. Параметры на стенке для определения числа Нуссельта. 
 

Физически, число Нуссельта характеризует интенсивность 
конвективного теплообмена между поверхностью тела и потоком 
газа (жидкости). 

Аналогичный параметр (число Шервуда) существует и для 
характеристики переноса масс, определяемый по формуле: 

 

        0d c

m

m k lSh
m D

= = ,                                      (1.49) 

 
где dm  перенос массы посредством диффузии, mm  перенос массы 
посредством молекулярной диффузии, ck  коэффициент переноса 
массы, D  коэффициент диффузии и 0l  характерная длина.  

Для замыкания системы, к уравнениям, полученным из 
упомянутых выше законов сохранения, следует добавить 
соотношения, устанавливающие связь между свойствами жидкости. 
Примером такого соотношения может быть уравнение состояния 
идеального газа, связывающее термодинамические параметры 
жидкости: давление, плотность и температуру: 

 
                                                   p RTρ= ,                                       (1.50) 
  
Модель идеального газа некорректна при высоких давлениях или 
низких температурах, в частности, модель не описывает переход 
газа в жидкое или твердое состояние. В этом случае используют 



 36

модели реального газа, например, уравнение Ван-дер-Ваальса, 
записываемого как 
 

                                    ( )
2

2

ap V b RT
V
ν ν ν

⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
,                           (1.51) 

  
где ν  количество молей, a  поправка, учитывающая силы 
притяжения между молекулами в газе, а b  объем молекул. 

Для описания двухфазных течений и течений с горением 
требуются дополнительные уравнения, описывающие 
вышеназванные случаи. 
 

1.4. Двухфазные течения 
 
 Двухфазные течения играют важную роль в технических 
приложениях. Большинство процессов, происходящих в камерах 
сгорания тепловых машин, в частности, воздушно- реактивных или 
автомобильных двигателях, являются двухфазными (керосин-
воздух или бензин-воздух). 

 Одна из важных характеристик двухфазных течений - 
концентрация частиц. Различают три вида концентраций частиц: 
массовую, объемную и счетную. Массовую и объемную 
концентрацию определяют по следующим формулам 

 

                                           pV
V

Σ

Σ

Φ = ,                                        (1.52) 

                                           pm
M

m
Σ

Σ

= ,                                      (1.53) 

 
где индекс pΣ  относится к объему и массе частиц, Σ  к общему 
объему и массе. Счетная концентрация представляет собой 
количество частиц. Другие параметры для оценки характера 
двухфазных течений, а также методы моделирования, приведены в 
главе 2. 

При моделировании двухфазных течений используют два 
метода: дискретно- траекторный Эйлер-Лагранж (Euler-Lagrange) и 
многожидкостный  Эйлер-Эйлер (Euler-Euler). В первом методе 
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рассчитываются траектории и характеристики индивидуальных 
частиц в определенные промежутки времени. Т.е. для частиц 
используется метод Лагранжа, а для жидкой фазы метод Эйлера. Во 
втором методе дискретная фаза (частицы) рассматривается как 
сплошная среда (континуум), а общее течение как смесь двух или 
более жидкостей.    
 Кроме вышеперечисленного, моделирование двухфазных 
течений требует дополнительных моделей для описания 
столкновений частиц, коагуляции, распада, испарения и т.д. [50], 
[51], [141] , [142].  
 

1.5. Горение 
 
 Течения в камерах сгорания тепловых машин, являются не 
только двухфазными, как было сказано выше, но и сопровождаются 
химическими реакциями (горением). Определение горения в 
терминах макроскопической кинетики дано Франк-Каменецким в 
[36], одной из первых работ в этой области:  «Горением, называется 
протекание химической реакции в условиях прогрессивного 
самоускорения, связанного с накоплением тепла или 
катализирующих продуктов реакции». Макроскопическая теория 
горения изучает роль  конвекции, диффузии и теплового переноса и 
их влияние на химические процессы. Горение можно условно 
разделить на три категории: предварительно смешанное 
(кинетическое), диффузионное и частично смешанное. 
  
 Химическая кинетика 
 
 Химическая кинетика, как элемент моделирования горения, 
предполагает, что химическая реакция происходит без учета 
эффектов течения (конвекции, диффузии). Переход реагирующих 
веществ в продукты сгорания можно упрощенно описать 
одношаговой реакцией 
 

       F O PF O Pν ν ν′ ′ ′′+ = ,                                   (1.54) 
 
где F - количество молей топлива,  O - окислителя, P - продукт 
сгорания. Однако, в реальности механизм окисления топлива 
представляется сложнее и может описываться сотнями 
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элементарных реакций. С учетом реальной химической системы, 
для N  компонент и M  элементарных химических реакций, можно 
записать следующую систему уравнений 
 

         
1 1

N N

kj k kj k
k k

ν ν
= =

′ ′′Ψ = Ψ∑ ∑ , 1,j M= ,                      (1.55) 

 
где kΨ - символ для обозначения компоненты k  и kjν ′ , ''

kjν  молярные 
стехиометрические коэффициенты компоненты k  в реакции j . 
Система (1.55) должна удовлетворять уравнению сохранения массы 
 

                                          
1

0
N

kj k
k

Wν
=

=∑ , 1,j M= ,                             (1.56) 

 
где  kj kj kjν ν ν′′ ′= −  и kW  обозначает молекулярный вес компоненты k . 
Скорость kjω�  образования компоненты k  в реакции j  записывается 
следующим образом 
 
                                                 kj j k kjrWω ν=� ,                                     (1.57) 
 
где jr - скорость протекания реакции j . Общая скорость kω�  
образования компоненты k  записывается как сумма всех скоростей 
M  элементарных реакций 
                                        

                                           
1 1

M m

k kj k j kj
j j

W rω ω ν
= =

= =∑ ∑� � .                          (1.58) 

 
Из (1.55) и (1.58) можно записать 
 

                                          
1 1 1

N M N

k j k kj
j j k

r Wω ν
= = =

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑� .                         (1.59) 

  
Скорость протекания реакции jr  находится как разность 

между скоростями протекания прямой и обратной реакции 
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                                                 , ,j f j b jr r r= − ,                                    (1.60) 
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реакции ,f jK   находится из закона Аррениуса: 
 

                                      , ,
, , expf jn f j

f j f j

E
K A T

RT
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,                      (1.61) 

 
имеющей три эмпирических параметра: предэкспоненциальный 
коэффициент ,f jA , температурный коэффициент ,f jnT  и энергия 
активации ,f jE . Скорость обратной реакции ,b jK  находится обычно 
из скорости прямой реакции и константы равновесия 
 

                          1

1
0 0

, , exp
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S HpK K
RT R RT
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,          (1.62) 

 
где ap  соответствует окружающему давлению, 0

jSΔ , 0
jHΔ - 

изменение энтропии и энтальпии во время реакции.  
 Задачей химической кинетики является нахождение наиболее 
важных компонентов и реакций в уравнении (1.55), а также и 
определение эмпирических параметров в (1.61). Ряд различных 
схем решения данных задач приведены в [36]. Как упоминалось 
выше, горение делят на три вида. Рассмотрим каждое из них 
подробнее. 
 
 Диффузионное горение 
 
 Особенностью данного горения является то, что топливо и 
окислитель не смешиваются перед областью, где происходит 
процесс горения. Смешение реагирующих веществ является 
главным фактором, регулирующим процесс диффузионного 
горения. Горение происходит в ограниченной области, где топливо 
и окислитель находятся приблизительно в стехиометрическом 
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соотношении. Вокруг этой зоны располагаются зона «богатой» 
смеси и зона «бедной» смеси.  
   В отличии от кинетического горения, которое будет 
рассмотрено ниже, диффузионное пламя не может 
распространяться против течения. Кроме этого, к диффузионному 
пламени нельзя применить определение «толщины» пламени. 
Диффузионное горение широко применяется в технике, например, 
в дизельных двигателях.  Устройства с диффузионным горением 
проще проектировать, они также являются более безопасными. 
Однако эффективность такого горения ниже по сравнению с 
кинетическим горением, так как скорость смешения ограничивает 
скорость, с которой могут происходить химические реакции. В 
современных стационарных газотурбинных установках такое 
горение применяется в основном для стабилизации основного 
пламени на режиме запуска. 
 Главным недостатком диффузионного горения является 
невозможность управления температурой горения и соответственно 
выбросами xNO . Топливо может быть смешано с азотом или 
выхлопными газами, но максимальная температура горения всегда 
сохраняется в зоне стехиометрического смешения, где и 
формируется  в основном xNO .  
 Простейшая модель диффузионного горения основана на 
введении так называемой смешиваемой доли (mixture fraction), 
записываемой в следующем виде 
 

                                              ,
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z z
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,                                    (1.63) 

  
где zα  обозначает массовую долю элемента α . 
 Для смешиваемой доли решается уравнение баланса, 
аналогичное уравнению для скаляра (1.43), без источникового 
члена 
 

                                       i

i i i

u
t x x xξ

ρ ξρξ ξ⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂
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,                    (1.64) 
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 Простейшее описание диффузионного горения, 
представленного выше, было предложено Швабом и Зельдовичем 
[36]. Такой подход позволяет описать полную структуру 
диффузионного пламени при помощи только одной переменной.  
 

 
 

Рис. 1.4. Одномерное описание диффузионного горения. 
 

На рис. 1.4 представлена идеализированная одномерная структура 
диффузионного горения в значении одной переменной. В этом 
случае концентрация компонент, температура и плотность является 
функцией смешиваемой доли: ( )k kY Y ξ= , ( )T T ξ= , ( )ρ ρ ξ= , в то 
время как смешиваемая доля является функцией от времени и 
координат в пространстве ( ), it xξ ξ= . Для нахождения первых трех 
функций используются ряд различных моделей химической 
кинетики [36], [162].  Принципы, применяемые для моделирования 
диффузионного горения, используются и для моделирования 
двухфазных течений, например, горение керосина, частиц угля. В 
этом случае добавляются модели, описывающие двухфазные 
течения с переходом агрегатного состояния, а также иногда и 
модели, описывающие поверхностное горение. 
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 Кинетическое горение 
 
 В отличие от диффузионного горения, при кинетическом 
горении топливо и окислитель уже смешаны перед тем как попасть 
в зону горения, поэтому иногда его называют предварительно 
смешанным горением. Схематически, это показано на рис. 1.5 для 
идеализированного одномерного горения. Впервые такое 
представление было введено Зельдовичем и Франк-Каменецким 
[36].     Характерно увеличение температуры газа T  вдоль оси x  от 
минимального значения 0T  (реагенты) до максимальной 
температуры maxT . Фронт пламени, определенный как зона 
значительного изменения температуры, состоит из двух основных 
частей: предварительная зона, где диффузия тепла и масс наиболее 
интенсивна, пока химические реакции еще не начаты и зона 
реакций, где скорость реакций резко возрастает, а потом падает, в 
этой зоне химические процессы превалируют над диффузионными 
процессами. 
 

 
 

Рис. 1.5. Одномерное описание кинетического горения. 
 
 После зоны реакции расположена зона догорания с 
незначительным образованием тепла и включающей в себя только 
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медленные реакции, происходящие при высокой температуре, 
достигнутой в зоне реакций. 
 Ниже изложены основные принципы, сформулированные 
Зельдовичем, Франк-Каменецким и Карманом (ZFK) для описания 
кинетического горения: 
 -зона реакций расположена в зоне высоких температур и 
имеет температуру близкую к  maxT ; 
 -толщина зоны реакций lδ  приблизительно на порядок меньше 
толщины фронта пламени fl ; 
 -фронт пламени распространяется в направлении реагентов со 
скоростью s

G
. Эта скорость пропорциональна квадратному корню 

скорости реакции (1.61) при maxT T=  и термической диффузии [36] 
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,                              (1.65) 

 
данное уравнение показывает природу распространения пламени, 
его связь с  кинетикой выделения тепла и с переносом тепла из 
горячих слоев в холодные; 
 -максимальная температура горения maxT  равна 
адиабатической температуре химических реакций и может быть 
определена независимо от теории распространения пламени из 
термодинамического равновесия. 
  
 Частично смешанное горение 
 
 Во многих камерах сгорания условия течения таковы, что 
горение невозможно классифицировать, ни как диффузионное, ни 
как кинетическое в чистом виде. Такое смешанное горение 
называется частично смешанным. Питерс в [115] определил такое 
горение так  «… если топливо и окислитель входят раздельно, но 
частично перемешиваются вследствии турбулентности перед 
горением, турбулентное пламя распространяется через 
многослойное смешение. Такой тип горения традиционно называют 
частично смешанным горением…».    
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Рис. 1.6. Пример смешанного горения. 
 

На рис. 1.6, схематично приведен один из примеров частично 
смешанного горения, так называемое струйное горение или тройное 
горение. Из центрального сопла подается топливо, снаружи 
подсасывается воздух. На границе стехиометрического смешения 
происходит диффузионное горение. При достаточно высоких 
скоростях истечения топлива из сопла возможно растяжение, а 
потом и разрушение структуры диффузионного горения. В этой 
области реагенты смешиваются друг с другом без горения, и пламя 
стабилизируется («сдувается») ниже по течению струи. 
Стабилизация пламени происходит в точках, где скорость течения и 
скорость кинетического горения находится в равновесии и 
характеризуется длиной «отрыва». Таким образом, одновременно 
около этих точек образуется три зоны: диффузионного горения, 
«бедного» кинетического горения, «богатого» кинетического 
горения.  

Процессы горения, протекающие в реальных камерах 
сгорания газотурбинных двигателей, являются более сложными, 
чем приведенные выше. В настоящее время пока нет полного 
понимания процессов, происходящих при турбулентном горении в 
сложных конфигурациях.  
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1.6. Теплообмен излучением 
 
 В главе 1.3 рассматривались процессы теплообмена за счет 
конвекции и теплопроводности, ниже рассмотрены некоторые 
аспекты теплообмена за счет излучения. Основные физические 
закономерности  теплового излучения были получены с помощью 
теории электромагнитного излучения и квантовой теории. В 
классической электромагнитной теории Максвелла энергия 
излучения распространяется в виде электромагнитных волн, а по 
гипотезе Планка - в виде дискретных фотонов. Обе теории 
применяются при исследовании излучения. Для расчета 
радиационных свойств материала (степень черноты, отражательная 
способность) используют выводы электромагнитной теории, при 
определении энергии излучения, испускаемого веществом при 
разных частотах или длине волны, в зависимости от температуры 
используют результаты квантовой теории. На рис. 1.7 показана 
шкала электромагнитных волн и принятые виды излучения.  
 

 
Рис. 1.7. Шкала электромагнитных волн [112]. 

 
Тепловое излучение, рассмотренное в данной книге, занимает 
участок спектра от 0.1 до 100 мкм, которое относится  к 
собственному излучению веществ и в котором заключена основная 
энергия теплового излучения, причем видимая часть спектра 
соответствует длинам волн от 0.4 до 0.7 мкм. Более короткие длины 
волн соответствуют рентгеновское и γ излучение. Радиоволны 
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имеют длины, значительно превышающие длины волн теплового 
излучения. 
 Излучение делят на интегральное и спектральное. 
Интегральным излучением называют суммарное излучение по всем 
длинам волн от 0λ =  до λ = ∞ . Спектральное излучение – 
излучение в определенном диапазоне длин волн от λ  до dλ λ+ . 
Плотностью потока излучения I называется количество лучистой 
энергии, излучаемой в полусферу за единицу времени единицей 
площади поверхности 
 

                                                dQI
dF

= ,                                             (1.66) 

 
где  Q  полный поток излучения, а F  площадь излучения. В 
моделировании более часто употребляют спектральную 
интенсивность излучения  
 

                                                dII
dλ λ

= ,                                            (1.67) 

характеризующее количество спектральной энергии, излучаемой 
единицей площади элементарной площадки за единицу времени в 
единичном интервале длин волн по всем направлениям 
полусферического пространства. Лучистая энергия может 
поглощаться, отражаться или пропускаться телом или веществом. 
Соответственно, для характеристики среды используют 
поглощательную способность A , отношение поглощенной 
лучистой энергии к падающей 
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отражательную способность R , отношение отраженной лучистой 
энергии к падающей 
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и пропускную способность D , отношение прошедшей сквозь среду 
лучистой энергии к падающей 
 

                                                 отр

пад

I
D

I
= .                                          (1.70) 

 
При 1D = , 0A R= =  среда является абсолютно прозрачной, т.е. вся 
лучистая энергия проходит сквозь среду, при 1A = , 0R D= =  
абсолютно черной, все излучение поглощается и при 1R = , 

0A D= =  среда называется абсолютно белой или зеркальной. В 
природе не существует вышеприведенных сред, однако данные 
понятия часто используют при исследовании законов, 
описывающих перенос лучистой энергии. Одним из наиболее 
важных понятий является понятие черного тела, поглощающего 
всю падающую лучистую энергию. Законы излучения черного тела 
лежат в основе всех расчетов процессов теплообмена за счет 
излучения. Интенсивность излучения абсолютно черного тела в 
вакууме Bλ  описывается законом Планка: 
 

                                         
2

5

2 1

1
p

B

p
h c

k T

h c
B

e
λ

λλ
=

−
,                             (1.71) 

 
где ph  постоянная Планка, c  скорость света в вакууме, λ  длина 
волны, bk  постоянная Больцмана, T  абсолютная температура. 
Выражение (1.71) было получено Планком на основе квантовой 
теории. Из закона Планка можно получить закон Стефана-
Больцмана, показывающий, что плотность потока излучения 
абсолютно черного тела пропорциональна абсолютной температуре 
в четвертой степени 
 
                                                   4

0 0I Tσ= ,                                       (1.72) 
 

где  8
0 2 45.75 10 Вт

м К
σ −= ⋅  коэффициент излучения абсолютно 

черного тела. 
 В реальности излучение тел или сред существенно отличается 
от излучения абсолютно черного тела. Для характеристики 
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излучения реальных сред часто используют спектральную степень 
черноты, записываемую как отношение спектральной 
интенсивности излучения реального тела к спектральной 
интенсивности излучения абсолютно черного тела при одинаковых 
длинах волн и температуре  
 

                                                   
0

I
I
λ

λ
λ

ε = .                                         (1.73) 

 
Другим важным приближением при исследовании теплообмена за 
счет излучения является серое тело. Серым телом (средой) 
называют тело (среду), спектр излучения которого непрерывен и 
полностью подобен спектру абсолютно черного тела  при той же 
температуре, а спектральная степень черноты постоянна во всем 
диапазоне длин волн от  0λ =  до λ = ∞ и не зависит от 
температуры. Подробно процессы переноса за счет излучения 
описаны в [40], [62], [114]. 
 

1.7. Учет электромагнитных сил 
 
 В предыдущей главе рассматривалось излучение, имеющую 
электромагнитную природу. К другим примерам течений, где 
необходимо учитывать электромагнитные силы, можно отнести 
течение проводящей жидкости и движение частиц в магнитном 
поле.  Для описания таких течений используют уравнения 
Максвелла, входящими в основные принципы электромагнитной 
теории. Уравнения Максвелла представляют собой в векторной 
форме систему из 4-х уравнений для следующих величин: 
магнитной индукции B , электрической индукции D , 
напряженности электрического поля E  и напряженности 
магнитного поля H . Ниже даны эти уравнения с кратким 
описанием.  
Закон Гаусса для магнитного поля показывает, что магнитное поле 
является вихревым, т.е. поток магнитного поля через замкнутую 
поверхность равен нулю: 
 
                                                0B∇• =

G
.                                           (1.74) 
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Следующее уравнение показывает, что электрический заряд 
является источником электронной индукции: 
  
                                                   D q∇• =

G
,                                       (1.75) 

 
где q  - плотность электрического заряда.  
Закон Фарадея показывает, что изменение магнитной индукции 
приводит к возникновению электрического поля и выражается 
следующим уравнением 
 

                                               BE
t

∂
∇ • = −

∂

GG
.                                      (1.76) 

 
Теорема о циркуляции магнитного поля показывает, что 
электрический ток и изменение электрической индукции вызывает 
появление вихревого магнитного поля: 
 

                                         DH j
t

∂
∇ • = +

∂

GG
,                                       (1.77) 

 
где j  - плотность электрического тока. Чтобы получить полную 
систему уравнений к уравнениям Максвелла необходимо добавить 
уравнения, связывающие вышеприведенные величины со 
свойствами среды. Для этого используют следующие уравнения 
 

                                        1

MHD

H B
μ

=
G G

,                                             (1.78) 

                                         MHDD Eε=
G G

.                                               (1.79) 
 
здесь MHDμ  относительная магнитная проницаемость, а MHDε  
относительная диэлектрическая проницаемость. 
Связь электрических, магнитных сил происходит добавлением 
источникового члена в уравнение моментов (1.30) через силу 
Лоренца 
 
                                                F j B= ×

G GG
.                                          (1.80) 
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При учете теплообмена в уравнение энергии (1.40) добавляется 
источниковый член, выраженный через закон Джоуля для 
температуры нагрева 
 

                                                 1Q j j
σ

=
G G
i .                                       (1.81) 

 
Для течений с частицами добавляется источниковый член, 
описывающий силу Лоренца на частицу 
 
                                           ( )p pF q E U B= + ×

G G G G
.                               (1.82) 

 
1.8. Учет акустических эффектов 
 
Учет акустических явлений иногда играет большую роль при 

разработке различных технических устройств, начиная с бытовых 
пылесосов и заканчивая газотурбинными двигателями. 
Акустические процессы могу влиять, например, на процессоры 
горения в камерах сгорания ГТД, вызывать вибрации, также 
существует множество требований по шумам для различных 
технических устройств, при разработке которых необходим расчет. 
Изучением звука, его распространением, возникновением и т.д. 
занимается наука акустика (с греч. слышу). Величину шума обычно 
измеряют в логарифмической шкале, в децибелах по формуле 
 

                                      10log
ref

PdB
P

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
,                                    (1.83) 

 
где P  мощность звука, а refP  референсная мощность, обычно 

принимая равной 1210−  3
W

m . Так как акустическая энергия мала, 

часто пренебрегают ее влиянием на течение, таким образом, 
сначала проводят расчет течения, получают поля скоростей, 
давления и т.д. и из него извлекают уровень шумов. В некоторых 
случаях проводят двухстороннее влияние, например, при изучении 
влияния акустических процессов на горение.  
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1.5. Турбулентность 
 
 Большинство ньютоновских течений, представляющих 
интерес в технических приложениях, являются турбулентными. 
Питер Брэдшоу во вступлении книги «Турбулентность» написал: 
«один неоспоримый факт о турбулентности это то, что 
турбулентность наиболее сложное из движения жидкости».  
 Следуя Рейнольдсу (1883), состояние течения возможно 
охарактеризовать числом Рейнольдса, определяемым по следующей 
формуле: 
 

                                               0 0Re l u
ν
⋅

= ,                                         (1.84) 

 
здесь 0l - характерная длина, 0u - характерная скорость, ν - 
коэффициент кинематической вязкости. Число Рейнольдса 
характеризует соотношение между инерционными и вязкостными 
силами.  Если это соотношение мало, т. е. инерционные силы 
сравнимы с вязкостными, течение имеет упорядоченную структуру, 
представляя собой ламинарное течение. На рис. 1.8 показано 
ламинарное течение при обтекании профиля.  
 

 
 

Рис. 1.8. Ламинарное течение при обтекании профиля. 
 
Если соотношение велико, т. е. инерционные силы превалируют 
над вязкостными, течение является нестабильным, и  возмущения 
разрушают упорядоченную структуру, присущую ламинарному 
течению, приводя к турбулентной структуре течения. На рис. 1.9 
показана генерация турбулентности в канале за решеткой. 
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Рис. 1.9. Генерация турбулентности за решеткой. 
  
 Турбулентное течение можно представить как множество 
вращающихся в разные стороны и в разных плоскостях вихрей.  
Большие вихри переходят в маленькие вихри,  в свою очередь 
маленькие вихри, размеры которых немного превышают длину 
молекулярного пробега, рассеивают энергию в тепло посредством 
молекулярной вязкости. Этот процесс впервые был математически 
описан Колмогоровым [92] и назван энергетическим каскадом.  
Возможен и обратный процесс образования крупных вихрей из 
малых вихрей, получивший название обратный распад. Другой 
исследователь турбулентности Ричардсон (1922) написал 
небольшой стих, описывающий каскадный характер турбулентного 
течения: 
 

Big whirls make little whirls 
Which feed on their velocity, 

Little whirls have smaller ones 
And so on into viscosity. 

 
В переводе (автор неизвестен): 
 

В поток бурлящий бросив взгляд, 
Вихрей увидишь там каскад: 

Меньшой у большего энергию берет, 
Пока мельчайших вязкость не сотрет. 

 
Определяя длину волны λ  обратно пропорционально размеру 
вихря l  как 
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                                                  2
l
πλ =                                             (1.85)                 

 
можно представить спектр турбулентной кинетической энергии, 
как функцию от длины волны (рис. 1.10). 
 

 
 

Рис. 1.10. Спектр турбулентной кинетической энергии в 
зависимости от длины волны. 

 
Спектр турбулентной кинетической энергии имеет три характерные 
зоны: область маленьких длин волн, содержащая крупные вихри, 
несущих большую часть кинетической энергии, инерционная зона, 
где под воздействием инерционных сил крупные вихри 
распадаются на более мелкие и область больших длин волн, 
образующих диссипативную зону, где мельчайшие вихри 
диссипируют в тепло под воздействием сил трения.   

Итак, турбулентному течению присущи следующие свойства: 
- случайный характер во времени и пространстве; 
- нестационарность; 
- трехмерность; 
- диссипативность; 
- вихревой характер. 

Описание турбулентности возможно с помощью теории хаоса 
или вероятностных законов, используя функцию плотности 
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вероятности [161]. Однако, в рамках данного пособия, 
рассматриваются только осредненные параметры (скорость, 
давление, плотность и т.д.) течения, поэтому в дальнейшем 
рассмотрены следующие методы описания турбулентности: DNS, 
LES, RANS и некоторые их разновидности (DES, SAS, URANS). 
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Глава 2. МОДЕЛИРОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНЫХ 

ТЕЧЕНИЙ 
 
На рис. 2.1 показаны отличия трех упомянутых в первой главе 

методов исследования турбулентных течений, разрешенных по 
времени.  

 

 
 

Рис. 2.1. Методы исследования турбулентных течений, 
разрешенных по времени. 

 
Как видно, DNS и LES позволяют получить информацию о 

нестационарных эффектах турбулентного течения, RANS 
оперирует осредненными величинами. Для моделирования 
нестационарных явлений в RANS используется URANS методика 
[169]. 

В табл. 2.1 приведены основные недостатки и преимущества 
моделей и подходов для исследования турбулентных течений. 
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I. DNS учет всех структур, присущих турбулентным 

течениям; сверхвысокие требования  компьютерным  
ресурсам. 

II. LES учет крупных структур, присущих турбулентным 
течениям, высокие требования к компьютерным 
ресурсам.  

III. RANS  
первого 
порядка 

 

алгебраиче
ские 

эмпирическая информация, простота 
калибрирования; привязка к определенным видам 
течений. 

с одним 
диф. урав. 

полуэмпирическая информация; простота 
калибрирования; учет ряда эффектов, присущих 
турбулентным течениям. 

с двумя 
диф. урав. 

не требуют эмпирических оценок для каждого 
течения; изотропная турбулентная 
вязкость/диффузия. 

нелинейные анизотропная турбулентная вязкость/диффузия;  
учет многих эффектов, строгая привязка к 
калибровочным коэффициентам при нелинейных 
членах. 

EARSM/ 
EASFM 

анизотропная турбулентная вязкость/диффузия;  
учет многих эффектов турбулентности; нахождение 
коэффициентов при нелинейных членах из 
упрощенного алгебраического уравнения, получаемого 
из моделей второго порядка. 

второго 
порядка 

 

RSM/RSFM учет многих эффектов; сложны; требуют решения 
7/3 дополнительных нелинейных дифференциальных 
уравнений для компонентов тензора рейнольдсовых 
напряжений и скалярного переноса.  

 
Табл. 2.1. Основные существующие модели турбулентности и 
стратегии моделирования [169]. 
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2.1. Прямое численное моделирование (DNS) 
 

Прямое численное моделирование (DNS) предполагает 
решение полных нестационарных уравнений Навье-Стокса и 
уравнения неразрывности, это означает, что не требуется 
дополнительного моделирования и происходит учет всех эффектов, 
присущих течению. В DNS все физические и химические масштабы 
длины и времени должны быть разрешены на численной сетке и во 
временных шагах. 

Трудности DNS заключаются в ограниченности 
компьютерных ресурсов. Количество требуемых сеточных узлов и 
временных шагов существенно превосходят современные 
вычислительные мощности. Размер ячейки должен удовлетворять 
колмогоровскому масштабу длины 
  

                                                

1
3 4

k
νη
ε

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                                         (2.1) 

 
А временной шаг - колмогоровскому масштабу времени  
 

                                                 
1
2

k
ντ
ε
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                                          (2.2) 

 
Ниже представлена табл. 2.2, показывающая зависимость 

времени расчета от числа Рейнольдса для канала [105]. 
 

Re 5⋅103 5⋅104 5⋅105 5⋅106 5⋅108 
200 
Mflop/s 

68 дн. 444 дн. 610 лет ∞ ∞ 

1 Tflops/s 13 дн. 88 дн. 122 
года 

∞ ∞ 

 
Табл. 2.2. Время расчета турбулентного течения в 

канале с DNS при различных числах Рейнольдса [105]. 
 
 Очевидно, что DNS позволяет получать результаты при 
современном развитии вычислительной техники только при малых 
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числах Рейнольдса. Кроме этого, существуют проблемы 
постановки граничных условий. Для описания случайного 
характера турбулентного течения необходимо адекватное задание 
нестационарных входных и выходных условий. С практической 
точки зрения, статистика, полученная с DNS, может быть 
использована для тестирования и калибровки моделей, 
базирующихся на осредненных уравнениях Навье-Стокса. 
 

2.2. Моделирование крупных вихрей (LES) 
 
 При моделировании крупных вихрей крупные вихри 
напрямую разрешаются на численной сетке и по времени, а 
мельчайшие вихри подсеточного масштаба моделируются. 
Основной предпосылкой такого подхода является то, что 
наибольшие вихри несут максимум рейнольдсовых напряжений и 
должны быть рассчитаны. Мелкие же вихри содержат низкие 
значения рейнольдсовых напряжений, кроме того, 
мелкомасштабная турбулентность близка к изотропной и имеет 
близкие к универсальным характеристики, в большей степени 
поддающиеся моделированию. 
 Основное отличие LES от DNS заключается в концепции 
процедуры фильтрования для  LES, т. е. разделения 
мелкомасштабных и крупных структур. Математически разделение 
величины φ  на крупные структуры φ  и мелкие структуры φ′  через 
обобщенный фильтр  [156] записывается как 
 
                                                  φ φ φ′= + ,                                          (2.3)  
                               ( ) ( ) ( )* * 3 *, ,x t x x t G x d xφ φ= −∫∫∫ .                    (2.4) 
  
Фильтрующая функция G  нормализуется как  
 
                                        ( ) 3, 1G x dξ ξ− Δ =∫∫∫ ,                                (2.5) 
 
здесь ( )

1
3x y zΔ = Δ Δ Δ  ширина фильтра. 

Выбор функции для фильтра - один из центральных пунктов в 
моделировании крупных вихрей [156]. Ниже приведены некоторые 
из широко используемых фильтров. 
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Осредненный по объему коробочный фильтр 
 

                               ( )
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xx

ξ
ξ

ξ
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.                   (2.6) 

 
Фильтр Гаусса: 
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Сокращенный фильтр Фурье: 
 

                                ( ) ( )
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− Δ
− Δ =

Δ − Δ∏ .                   (2.8) 

 
Существует множество других фильтров, однако, все фильтры 
вводят масштаб Δ , который представляет наименьший масштаб 
турбулентности, допустимый фильтром.  

Отфильтрованные уравнение Навье-Стокса и уравнение 
неразрывности имеют следующий вид  
 

                                                  0i

i

u
x
∂

=
∂

,                                             (2.9) 

                           
21 SGS

i j iji i

j i j j j

u uu up
t x x x x x

τ
ν

ρ
∂ ∂∂ ∂∂

+ = − + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

,             (2.10) 

 
где подсеточные напряжения SGS

ijτ  вычисляются по следующей 
формуле 
 
                                              SGS

ij i j i ju u u uτ = − .                                (2.11) 
 
Член i ju u  является новым неизвестным, который показывает 
влияние мельчайших структур. Сокращение SGS  (Sub Grid Stress- 
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напряжения подсеточного масштаба)  подчеркивает, что  SGS
ijτ  

играет схожую роль в отфильтрованных уравнениях, как и тензор 
рейнольдсовых напряжений в RANS. Иногда SGS

ijτ  называют 
тензором напряжений мельчайших струкур.  

 
2.2.1. Модель Смагоринского 
 
Большинство моделей подсеточного масштаба основываются 

на предположении о вихревой вязкости. Влияние мельчайших 
структур на крупные структуры учитывается прибавлением  
турбулентной вязкости tμ  

 
                                     eff tμ μ μ= + .                                        (2.12) 
 

Для неизвестного подсеточного тензора напряжений SGS
ijτ  

используется следующее модельное уравнение 
 

                    mod mod1 1 2
3 3

SGS SGS
ij kk ij ij kk ij t ijSτ τ δ τ τ δ μ− ≈ − = .            (2.13) 

 
Тензор скоростей деформации выражается через крупные 
структуры как 

 

                                  1
2

ji
ij

j i

uuS
x x

⎛ ⎞∂∂
= −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

.                               (2.14)       

 
Существует множество моделей для определения 

турбулентной вязкости tμ . Первая модель для подсеточных 
напряжений была предложена Смагоринским [138]. По аналогии с 
моделью Прандтля (см. подглаву 2.3.2) турбулентная вязкость 
моделируется как 

 
                                          2

t ijl Sμ = ,                                      (2.15) 
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где ij ij ijS S S= , а l  представляет собой масштаб турбулентности. 
Для определения масштаба турбулентности используют ширину 
фильтра с коэффициентом пропорциональности sC  

 
                                         sl C= Δ .                                           (2.16) 
 

Коэффициент пропорциональности sC  носит название константы 
Смагоринского. Так же, как и в моделе смешения Прандля (глава 
2.3.2), коэффициент пропорциональности sC  можно 
скалибрировать. Диапазон выбора sC  для различных течений 
колеблется от 0.1 до 0.24. Обычно выбирается 0.1sC = . 

Модель Смагоринского отличается простотой и хорошей 
сходимостью вследствие ее диссипативности.  Однако, имеются и 
значительные недостатки, например, правильный выбор константы 

sC . Так как модель базируется на статистистическом анализе, 
невозможно наблюдать нестационарные эффекты между 
разрешенными крупными структурами и подсеточными 
масштабами, как, например, при кратковременных переходах 
турбулентной кинетической энергии от мелких структур к крупным 
(back-scattering). Другой недостаток: модель Смагоринского не 
делает различий между турбулентными и ламинарными 
градиентами, так что в переходных зонах незначительные 
возмущения демпфируются, и не наблюдается перехода от 
ламинанарного к турбулентному течению. Обойти данные 
недостатки позволяет модель, использующая динамическую 
процедуру, предложенную Германо [114]. 

 
2.2.2. Модель Германо 

 
В модели Германо коэффициент пропорциональности sC  

рассчитывается с помощью динамической процедуры. Идея 
динамической процедуры базируется на предположении о схожем 
характере малых вихрей крупных структур и вихрей подсеточного 
масштаба. Таким образом, появляется возможность оценить 
коэффициент пропорциональности (по названию модели константа 
Германо) из разрешенных крупных структур. Динамическая 
процедура не зависит от используемой модели для подсеточных 
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структур. Для осуществления данной процедуры используют два 
фильтра: обычный и тестовый. При тестовой фильтрации 
отделяется часть крупных структур, которые рассматриваются как 
новые отфильтрованные мельчайшие структуры, из которых можно 
найти значения обычных отфильтрованных мельчайших структур 

SGS
ijτ . Таким образом, в области между обычным фильтром Δ  и 

тестовым фильтром 
�
Δ  находится необходимая информация для 

явного нахождения мельчайших структур и их сравнения с 
модельными. 

Уравнение импульсов при тестовом фильтровании 
записывается как 
 

                        
21 SGS

i j iji i

j i j j j

u u Tu up
t x x x x x

ν
ρ

∂ ∂∂ ∂∂
+ = − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

� �� ��
,                (2.17)   

 
где подсеточные напряжения SGS

ijT  вычисляются по следующей 
формуле 
 
                                             qSGS

ij i j i jT u u u u= −
� �

.                                 (2.18) 
 
Нормальные мельчайшие структуры из уравнений 2.11 и 2.18 для 
тестового фильтра можно записать как 
 
 
                                             q q qSGS

ij i j i ju u u uτ = − .                                 (2.19) 
 
Из двух последних соотношений можно записать 
 
                                     q qSGS

i jij ij ij i jL T u u u uτ= − = −
� �

.                         (2.20) 
 
Для разрешения мелких структур для обоих фильтров используется 
модель Смагоринского 
 

                                      21 2
3

SGS SGS
ij kk ijC S Sτ τ− = − Δ ,                       (2.21) 
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� � �21 2

3
SGS SGS

ijij kkT T C S S− = − Δ .                        (2.22) 

 
В обоих уравнения (2.21) и (2.22) константа Смагоринского sC  
заменена на константу Германо C . Подставляя (2.21) и (2.22) в 
(2.20), можно найти константу Германо, а через величины 
тестового фильтра получить осредненную величину 
 

                             
� � � q

2
2

22 2ijij ij ijL C S S S S CM
⎡ ⎤Δ

= − Δ − = −⎢ ⎥
Δ⎢ ⎥⎣ ⎦

,          ( 2.23)  

 
отсюда 
 

                                                  22
ij ij

ij

L M
C

M
= .                                      (2.24) 

 
Значение константы Германо может сильно колебаться в 
пространстве и во времени, что может привести к отрицательно 
вязкости, что означает перенос энергии от подсеточных масштабов 
к крупным структурам. Такие процессы происходят в реальности, 
однако, это ведет к вычислительной нестабильности. Чтобы обойти 
этот недостаток можно пренебречь отрицательными значениями 
константы Германо или применить осреднение. При осреднении 
демпфируются высокочастотные гармоники, т.е. на ( )1n + - м 
временном шаге 
 
                                   ( ) ( ) ( )1 11n nn

filteredC C Cε ε+ += − + ,                           (2.25) 
 
где ε  коэффициент нижней релаксации. 

Так как LES включает моделирование мельчайших вихрей, 
характерные размеры ячеек могут быть намного больше, чем 
колмогоровский масштаб длины, а временные шаги могут быть 
выбраны более крупными, чем они возможны в DNS. Таким 
образом, требования к вычислительным ресурсам в LES гораздо 
ниже, чем в DNS. С бурным развитием вычислительной техники 
сфера применения LES значительно возросла. Существует мнение, 
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что LES в ближайшее время вытеснит RANS. Такая точка зрения 
является довольно спорной. До сих пор в LES не решена проблема 
пристеночных течений. Очевидно, что вблизи стенки вихри малы и 
анизотропны, и сеточные и временные шаги, требуемые для LES, 
падают до величин, характерных для DNS. Cуществующие 
решения, такие как анизотропные фильтры, и описанные выше 
динамические процедуры, пока не дают удовлетворительных 
результатов. Несмотря на существующие проблемы, 
моделирование крупных вихрей является перспективным 
направлением в исследовании турбулентных течений в настоящее 
время. 

 
2.3. Гибридное моделирование крупных вихрей  
 
Одним из решений проблемы повышенных требований к 

вычислительной мощности для LES является комбинирование LES 
и RANS. Главная идея использования таких гибридных моделей 
состоит в том, что в пристеночной зоне используется RANS, а во 
внешней области используется LES, что позволяет значительно 
ускорить скорость вычислений. В настоящее время существует две 
стратегии соединения LES и RANS, так называемое изолированное 
(зональное) или моделирование отсоединненых крупных вихрей 
(DES) [34], [145], [153]. При зональном методе используются две 
отдельные области, одна для LES и вторая - у стенок для RANS, 
такое моделирование носит название двухслойное моделирование 
TLM (two-layer model) и было впервые предложено Балларасом и 
Беночи [48]. В индустриальных приложениях часто зональное 
моделирование применяют не только для разделения пристеночной 
и внешней зон, а для отдельной зоны, например, в зоне, требующей 
повышенной точности, используют LES, в других зонах RANS. В 
DES используется одна область и осуществляется переход от LES к 
RANS в пристеночной зоне с использованием лимитирующей 
функции зависимой от размера ячейки. Несмотря на очевидный 
прогресс гибридных моделей, до сих существуют некоторые 
проблемы, например, сшивание зон (зональное моделирование), т.е. 
передача информации между зонами. Ниже даны более подробно 
приведенные выше принципы гибридного моделирования крупных 
вихрей. 
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2.3.1 Зональное  моделирование 
 
Проблемой зонального моделирования является сшивание зон, 

т.е. передача данных между зонами, моделируемых с помощью LES 
и RANS. Например, для сшивания зон с пристеночным и основным 
течениями (концепция WMLES – моделирование крупных вихрей с 
пристеночным моделированием) Шур [136] предложил 
использовать уравнение, определяющее турбулентную вязкость как 

 

           ( ) ( ){ }
3

2 2min , 1 exp
25t S
yy C Sν κ
+⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪= Δ − −⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
,          (2.26) 

 
где κ  - постоянная Кармана, y  - расстояние от стенки, S  - тензор 
скоростей деформации. Можно заметить, что это уравнение, 
использует минимум-функцию для переключения модели Прандля 
(гл. ) в пристеночной зоне на модель Смагоринского вдали от 
стенки. 

  
2.3.2. Моделирование отсоединенных вихрей 
 
Моделирование отсоединненых вихрей было предложено 

Спалартом [143] и базируется на сеточном разрешении. 
Математически это формулируется в виде фильтра на размер 
ячейки, в крупных ячейках используется RANS, в мелких LES 

 
                           maxDES tC L RANSΔ > → ,                                (2.27) 
                             maxDES tC L LESΔ ≤ → ,                                (2.28) 
 

где ( )max max , ,x y zΔ = Δ Δ Δ . 
Например, при использование модели Спаларта-Аллмараса в 
качестве RANS модели (гл. 2.4.3), предложенной Шуром [137], 
характерный масштаб выражается новым отношением 
 
                                     ( )maxmin , DESd d C= Δ� ,                                 (2.29) 
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где  d - расстояние от стенки, 0.65DESC =  - модельная константа. 
Обычно сетка у стенки при использовании RANS достаточно 
грубая (гл. 2.4.12), однако в некоторых случаях для увеличения 
точности описания пристеночного течения (гл. 2.4.12) используют 
мелкую сетку, размер которой меньше пограничного слоя, что при 
использовании DES с вышеприведенной функцией приводит к 
инициализации LES в пристеночной зоне. Для избежания 
реиницилизации Спаларт и др. [137] предложили концепцию 
отсроченного моделирования отсоединенных вихрей Delayed DES 
(DDES). В этом случае уравнение (2.29) переписывается в 
следующем виде 
 
                           ( )maxmax 0,d DESd d f d C= − − Δ� ,                           (2.30) 
 

где ( )( )31 tanh 8d df r= −  и 
2

, ,

t
d

i j i j

r
U U d
ν ν

κ
+

= . 

 
2.4. Моделирование на базе осредненных уравнений 

Навье-Стокса (RANS) 
 
 Для технических приложений более применимым является 
метод, базирующийся на решении осредненных уравнений Навье-
Стокса или уравнений Рейнольдса. 
 В этом случае мгновенные значения гидродинамических 
параметров представляются в виде суммы осредненной величины 
φ  и ее пульсационной составляющей φ′ 
 
                                       ( ) ( ) ( ),,i i ix t x t x tφ φ φ′= + .                          (2.31) 
 
В интегральной форме осреднение по времени можно записать так 
  

                                         ( ) ( )
0

1lim ,
t

i it
x t dt

t
φ χ φ

→∞
= ∫ .                          (2.32)              

 
На рис. 2.2 приведен пример для изменения во времени 

скорости течения в статистически стационарном и нестационарном 
течении. 
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Рис. 2.2. Осреднение для (а) стационарного течения, (б) 

нестационарного течения. 
 
 Применяя данное осреднение, названное осреднением по 
Рейнольдсу, можно получить осредненные уравнения сохранения 
массы, импульса и скаляра (энергии, температуры, массовой доли) 
[161]. 

Для несжимаемой жидкости это записывается в следующем 
виде: 

 

                                                     0i

i

u
x
∂

=
∂

,                                        (2.33)          

                        1i i j i ji
i

j i j i j

u u u uu p u g
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+ = − − + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
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                             j i
j j j

u D u S
t x x x
φ φ φρ ρ ρ ρφ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′+ = − +⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,      (2.35)          

 
где i ju u′ ′ - компоненты тензора рейнольдсовых напряжений, iuφ′ ′  - 
составляющие потока скаляра.      

Составляющие тензора рейнольдсовых напряжений являются 
дополнительными шестью неизвестными, кроме того, добавляется 
три неизвестных в уравнении для скаляра. Таким образом, 
приведенная выше система уравнений является незамкнутой. 
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Вопросы и проблемы нахождения вышеприведенных неизвестных 
рассмотрены в следующих подглавах.  

При расчете двухфазных течений методом Эйлера-Эйлера 
дополнительно к уравнениям (2.33) - (2.35) решаются аналогичные 
уравнения для частиц. Полученные решения суммируются. При 
методе Эйлера-Лагранжа учет частиц происходит добавлением 
источниковых членов в уравнения (2.34) - (2.35), и решение 
проходит итерациями между двумя фазами. Более подробно 
моделирование двухфазных течений рассмотрено в главе 2.3.8. 

При турбулентном течении с горением появляются 
значительные флуктуации плотности. В этом случае осредненные 
уравнения, приведенные выше, будут иметь дополнительные 
неизвестные корреляции, включающие флуктуации плотности. 
Чтобы избежать этого, используют осреднение по плотности, 
предложенной Фавром в 1969 [161], записываемой следующим 
образом 
 

                                                    ff ρ
ρ

=� ,                                        (2.36)          

 
для скорости это записывается как 
 
                                                   i iu u u′′= +� ,                                      (2.37)          
 
и для скаляра 
 
                                                   i iφ φ φ′′= +� .                                      (2.38)   
  

Осредненные по Фавру уравнения  сохранения записываются 
в следующем виде 
 

                                                 0i
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u
t x

ρρ ∂∂
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,                                 (2.39)                
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 Кроме проблемы замыкания осредненных уравнений (2.39 - 
2.41) при моделировании горения важную роль играет также 
взаимосвязь между турбулентной и химической составляющей 
горения (turbulence- chemistry interaction). Дополнительно к трем 
неизвестным в уравнении для скаляра (2.41) требуется найти 
значение химического источникового члена  φω� .  Учитывая 
нелинейный характер отношений между мгновенными скоростями 
реакций, температурой и химическими компонентами в уравнениях 
(1.43 - 1.48) (глава 1),  значение химического источникового члена 
нельзя однозначно записать в виде функции значений скаляров: 
 
                                                  ( ),T Yφ αω ϖ≠� � ,                            (2.42) 
 
так же как и для плотности 
 
                                                   ( ),T Yαρ ρ≠ .                            (2.43) 
 
 Источниковый член, учитывающий турбулентность, можно 
найти, используя функцию плотности вероятности (PDF), 
записываемой в общем виде как 
 

                                            ( ) ( )P dϕψ ψ ϕ ϕ ϕ
+∞

−∞

= ∫ ,                   (2.44) 

 
где ψ - переменная, зависящая нелинейно от ϕ , например, скорость 
реакции от температуры, ( )Pϕ ϕ  функция плотности вероятности. 
Имея зависимость ( )ψ ϕ  и функцию плотности вероятности ( )Pϕ ϕ , 
не составляет трудностей найти значение ψ  простым 
интегрированием (2.44). Однако, функция плотности вероятности 
является неизвестной и требует моделирования. Для ее нахождения 
можно использовать уравнение переноса, предложенное Поупом 
[119], [120] 
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  (2.45) 

 
здесь i ( ) i ( )1 2, ,... NP Y Y Y P Y=  весовая функция плотности вероятности, 

оператор *Y Y
Q

=
 осредненная величина Q  для значения iY . Два 

члена с левой стороны описывают нелокальные эффекты или 
измение PDF в физическом пространстве, вызванные 
конвективностью поля течения. Первый член справа описывает 
конвекцию за счет турбулентности, второй и третий члены 
описывают молекулярное перемешивание и химические реакции 
соответственно и описывают изменение PDF вследствии 
смешивания и горения. Преимуществом вышеизложенной 
формулировки для нахождения функции плотности вероятности 
является отсутствие дополнительного моделирования химического 
члена в уравнении (2.45), однако, с другой стороны, член 
молекулярного перемешивания требует моделирования. Для 
решения уравнения (2.45) используют обычно так называемый 
метод Монте-Карло, заключающийся в использовании 
стохастических частиц для описания химического состава, что 
требует значительных компьютерных ресурсов. Другим путем 
нахождения функции плотности вероятности является 
предварительное предположение ее формы (presumed PDF). В 
качестве распределения вероятности обычно используется β  
функция, реже функция Гаусса [102]. Недостатком использования 
функции плотности вероятности является отсутствие информации о 
предварительном смешивании топлива и окислителя, что 
ограничивает использование данного метода диффузионным 
горением. Моделирование процессов горения в турбулентных 
течениях в контексте моделирования на базе осредненных 
уравнений Навье-Стокса более подробно рассмотрены в главе 2.4.9. 
 
 
 



 71

2.4.1. Предположение Буссинеска 
 
 Модели турбулентности, использующиеся в инженерных 
приложениях в настоящее время, основаны на концепции  вязкости 
и турбулентной диффузии. В 1877 Буссинеск [50] выдвинул 
предположение, что рейнольдсовы напряжения могли бы быть 
связаны со скоростью средней деформации через турбулентную 
вязкость. Для тензора рейнольдсовых напряжений это дает 
 

                                       2
3

ji
i j t i

j i

uuu u k
x x

ν δ
⎛ ⎞∂∂′ ′− = + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

.                  (2.46) 

 
 Данное уравнение не вводит модели турбулентности, а только 
характеризует структуру такой модели. При этом основной задачей 
является задание функции турбулентной вязкости tν . В отличии от 
коэффициента молекулярной вязкости ν , коэффициент tν  
определяется состоянием турбулентного течения и не связан со 
свойствами жидкости. Значение tν  может значительно изменятся от 
точки к точке в пространстве, в зависимости от характера течения. 
Предположение Буссинеска предполагает, что перенос количества 
движения происходит аналогично переносу за счет молекулярного 
движения. Модели, использующие предположение Буссинеска, 
относят к моделям первого уровня (табл. 2.1). 
 По аналогии с кинетической теорий газов можно ожидать, что 
турбулентную вязкость можно с достаточной точностью 
представить в виде: 
 
                                                     t tu lν ≈ ,                                         (2.47) 
 
где tu - характерная пульсационная составляющая скорости, l - 
характерный линейный масштаб турбулентности. Проблема 
состоит в оценке и определении tu  и l . 
 Понятие турбулентной вязкости имеет ряд недостатков. 
Предположение об изотропной турбулентной вязкости неверно во 
многих сложных течениях, таких как закрученные потоки, 
вторичные течения в квадратном канале и т.д. Иногда наряду с 
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тензором рейнольдсовых напряжений используется тензор 
анизотропии: 
 

                                              2
3

i j
ij ij

u u
a

k
δ

′ ′
= − .                                  (2.48) 

 
Как следует из гипотезы Буссинеска, тензор анизотропии 

рейнольдсовых напряжений пропорционален тензору скоростей 
деформации осредненного течения: 
 

                                       i jt
ij

j i

u ua
k x x
ν ⎛ ⎞∂ ∂

= − ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 .                            (2.49) 

 
Вышеизложенное предположение не выполняется даже во 

многих простых течениях, например, течение в трубе, 
вращающейся вокруг своей оси, не говоря уже о более сложных 
течениях. С другой стороны, во многих случаях, особенно при 
анализе течений, в которых основное влияние на осредненное 
движение оказывает лишь одна из компонент тензора 
рейнольдсовых напряжений, напряжение сдвига xyτ , недостаток 
гипотезы Буссинеска не приводит к заметным погрешностям. 
 Более сложным подходом к решению проблемы замыкания 
является использование различных нелинейных соотношений 
между тензором анизотропии ija , тензором скоростей деформации 

ijS и составляющими тензора завихренности ijΩ , характеризующего 
кинематику осредненного движения, что будет рассмотрено в главе 
2.4.5. 
 
 2.4.2. Алгебраические модели 
 

Наиболее простыми моделями, определяющими 
турбулентную вязкость tν , являются алгебраические модели, в 
которых связь между турбулентной вязкостью и параметрами 
осредненного потока задается алгебраическими соотношениями. 
 Алгебраическая модель для описания распределения tν  
впервые была предложена Прандтлем в 1925 г. и известна как 
модель смешения [161]. 
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 Модель Прандтля записывается в виде 
 

                                                  2 x
t m

vl
x

ν ∂
=

∂
,                                     (2.50) 

 
где ml - длина пути смешения, определяемая эмпирически. 
 В пограничном слое полагают, что  
 
                                                    ml кy= ,                                          (2.51) 

 
где 0.39к ≈ - константа Кармана, y - расстояние от стенки. 
Для свободных сдвиговых течений длина пути смешения является 
константой поперек слоя и пропорциональна ширине слоя, однако, 
при течении у стенки поведение турбулентности отличается, и 
следует использовать различные описания для длины пути 
смешения. Данное обстоятельство послужило для распространения 
различных двухслойных моделей. 

Одной из популярных алгебраических моделей является 
двухслойная модель Себеси-Смита [139]. В данной модели задается 
различная для каждого слоя турбулентная вязкость tμ : 

 

                                   1

2

,
,

t m
t

t m

y y
y y

μ
μ

μ
≤⎧

= ⎨ >⎩
,                                  (2.52) 

 
где  1tμ - вязкость во внутреннем слое, находится по формуле 

 

                              

1
2 22

2
1t mix

u vl
y x

μ ρ

−
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

,                  (2.53) 

 
и длина пути смешения ml  определяется как функция расстояния от 
стенки 
 

                                    1
y

A
mixl y eκ

+

+
−⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

,                            (2.54) 
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Вязкость во внешнем слое, 1tμ  находится по формуле 
 
                               ( )*

2 ;t e v KlebU F yμ αρ δ δ= .                           (2.55) 
 

Модельные константы  
 

              0.41κ = ; 0.0168α = ; 

1
2

226 1
dP

dxA y
uτρ

−

+
⎡ ⎤
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 
Другой широко применяемой двухслойной моделью является 

модель Балдвина-Ломакса [47]. Вязкость во внутреннем слое 1tμ  
находится по формуле 

 
                                         2

1t mixlμ ρ ω= ,                                  (2.56) 
 

где длина пути смешения ml  определяется аналогично модели 
Себеси-Смита 
 

                                   01
y

A
mixl y eκ

+

+
−⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.                             (2.57) 

 
Вязкость во внешнем слое 1tμ  находится по формуле 

 

                        ( )max
2 ;t cp wake Kleb

Kleb

yC F F y Cμ αρ= ,                 (2.58) 

 
где функции wakeF  и maxF  
 

                      
2

max max max
max

min ; dif
wake wk

UF y F C y F
⎡ ⎤
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⎣ ⎦

,           (2.59) 

                                  ( )max
1 max mixF l ω
κ
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ .                        (2.60) 

 



 75

Значение maxy  находится при максимальном значении mixl ω .  ω  
представляет собой тензор завихренности  
 

                    

1
2 2 22V U W U U V

x y x z x y
ω

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
. (2.61) 

 
Модельные константы:  
 
 0.41κ = ; 0.0168α = ; 0 26A+ = ; 1.6cpC = ; 0.3KlebC = ; 1wkC =  
 
Вышеописанные алгебраические модели плохо описывают 

течения с отрывом. Для таких течений более общеприменительна 
модель с половинным уравнением Джонсона-Кинга [83]. Стартовой 
точкой является так называемая «равновесная» алгебраическая 
модель, базирующая на следующей формуле для нахождения 
вязкости tμ  

 

                                 ( )2
1

1
tanh t

t t
t

μμ μ μ= .                              (2.62) 

 
Во внутреннем слое вязкость 1tμ  находится аналогично 
вышеприведенным двухслойным алгебраическим моделям, отличие 
заключается только в замене градиентов скорости на расстояние от 
стенки y  и введение двух масштабов скорости uτ  и mu : 

 

                           

2

1 1 exp
D

t s

u y
u y

A
νμ ρ κ+
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,                (2.63) 

                            ( )2 21s mu u uω τ τρ ρ γ ρ ρ γ= − + ,           (2.64) 
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                                        m
m

m
u τ

ρ= ,                                    (2.68) 

                                      [ ]max ,D mu u uτ= ,                               (2.69) 
 

где индекс m  означает значение в точке my y=  в которой 
рейнольдсовые касательные напряжения принимают максимальное 
значение ( )maxxyτ τ= , uτ -  динамическая скорость. Использование 
скоростного масштаба mu  позволяет получить более точно профиль 
скорости в отрывных течениях, чем  градиент скорости в модели 
Прандтля. Скоростные масштабы su  и Du  также добавлены для 
лучшего описания сжимаемых течений с отрывом. 
Во внешнем слое вводится так называемая «неравновесная» 
особенность модели Джонсона-Кинга введением «неравесного» 
параметра ( )xσ  

 
                          ( ) ( )*

2 ;t e v KlebU F y xμ αρ δ δ σ= .                       (2.70) 
 

Для нахождения ( )xσ  решается обычное дифферинциальное 
уравнение для максимального значения касательных 
рейнольдсовых напряжений: 

 

 
( ) ( )

[ ] ( )

3
2

1
2

1
2

1
m

m meq mm m
m dif

m m m m

u udu a C x
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τ
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, (2.71) 

 
где ( )m equ  значение mu  соответствующее «равновесной» модели 

( )( )1xσ = . Параметр ( )xσ  определяется при максимуме 
касательных рейнольдсовых напряжений  
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                                   ( )m t m
m

u v
y x

τ μ ⎛ ⎞∂ ∂
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.                         (2.72) 

 
Модельные константы:  
 
                              0.40κ = ; 0.0168α = ; 17A+ = ; 
                              1 0.25a = 1 0.09C = ; 2 0.70C = ; 
                0.50difC =  для ( ) 1xσ ≥  и 0difC =  для других случаев. 
 

Так как используется обычное дифферинциальное уравнение, а не 
более сложное дифферинциальное уравнение в частных 
производных, модель Джонсона-Кинга иногда называют моделью с 
половинным уравнением. 
 Из отечественных моделей интересны - модель Лапина-
Поспелова, включающая коэффициент Клебанова γ в формуле для 
турбулентной вязкости [23], модель Гарбарука-Лапина-Стрельца 
[13], [14], Лабусова-Лапина [19], [20], Лапина-Нехамкиной-
Стрельца [21], [22] и др. 

К достоинствам алгебраических моделей можно отнести: 
скорость вычислений, простота калибровки и модификаций с 
учетом специфики рассматриваемых течений. Однако очевидна и 
узкая специализация этих моделей, поскольку они опираются на 
эмпирическую информацию о структуре исследуемых течений, 
кроме этого, алгебраические модели предполагают локальное 
равновесие моделируемой турбулентности. Это означает, что в 
каждой точке пространства наблюдается баланс генерации и 
диссипации турбулентной энергии, на который не влияют ни 
перенос из соседних точек, ни предистория развития процесса. 
Таким образом, алгебраические модели неприменимы в случаях с 
доминирующим влиянием конвективного и диффузионного 
переноса турбулентности или когда доминирующую роль играет 
предыстория процесса. Кроме того, большие трудности для 
сложных типов течений представляет задание распределений 
длины смешения. Оценка применимости алгебраических моделей 
турбулентности подробно обсуждена в работе Вилкокса [161]. 
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 2.4.3. Модели с одним дифференциальным уравнением  
 

Чтобы преодолеть ограниченность гипотезы пути смешения и 
алгебраических моделей вообще, были разработаны модели 
турбулентности, позволяющие учитывать влияние нелокальных 
эффектов (эффектов переноса) путем решения дифференциального 
уравнения для tu  или l . С физической точки зрения, для величины 

tu  наиболее подходящим оказывается масштаб k , где k  - 
кинетическая энергия турбулентных пульсаций. Если такой 
масштаб использовать для определения турбулентной вязкости в 
(2.18), то получается выражение Колмогорова- Прандтля  
 
                                                  *

t C k Lμν = ,                                    (2.73) 
 
где Cμ

∗ - эмпирическая функция местного турбулентного числа 
Рейнольдса. Для масштаба энергии турбулентных пульсаций 
записывается модельное уравнение переноса 
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,   (2.74) 

 
где Cμ

∗ , DC , kδ - модельные константы. Значение линейного 
масштаба L  определяется из простых эмпирических соотношений 
аналогичных для пути смешения.  
 Позже были предложены более сложные модели для 
нахождения  турбулентной вязкости, как, например, модель 
Балдвина-Барта [161], включающая в себя семь модельных 
коэффициентов, две эмпирические демпфирующие функции и 
функцию, описывающую турбулентный масштаб длины. 
Турбулентная вязкость в модели Балдвина-Барта определяется как 
 
                                            1 2t tC R D Dμν ν= .                                    (2.75) 
 
Уравнение для турбулентного числа Рейнольдса 
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Демпфирующие функции 
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1 1

y
AD e

+

+
−

= − ,                                 (2.77) 

                                                 2
2 1

y
AD e

+

+
−

= − .                                 (2.78) 
 
Дополнительные соотношения 
 

                           2
3

ji i k k
t

j i j k k

uu u u uP
x x x x x

ν
⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂ ∂

= + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
,                  (2.79) 

           
0 2

1 1
2 1 2

2 2

2 1
1 2

0 21 2
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.
y y

A A

C Cf D D
C C y

D DyD D e e
A AD D

ε ε

ε ε κ
+ +

+ +

+

− −+

+ +

⎛ ⎞⎛ ⎞
= + − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞

+ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (2.80) 

 
Модельные константы: 
 
                   1 1.2Cε = ; 2 2.0Cε = ; 0.9Cμ = ; 0 26A+ = ; 2 10A+ = ;  

                                 ( ) 22 1
1 C

C C μ
ε ε

ε
κσ

= − ; 0.41κ =  

 
Другой известной моделью,  пользующуюся популярностью в 
настоящее время, является модель Спаларта-Аллмараса [144], 
записываемая в терминах вихревой вязкости. 
Турбулентная вязкость определяется как 
 
                                                    �

1t fνν ν= .                                        (2.81) 
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Уравнение для вихревой вязкости 
 

     

� �
[ ]i �

�

�( )
� � �

2

1 2 1

2

1

1 .

j b t w w
j

b

k k k k

u c f S c f
t x d

c
x x x x

ν ν νν

ν ν νν ν
σ σ

⎛ ⎞∂ ∂
+ = − − +⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

.                   (2.82) 

 
Дополнительные соотношения 
 

        
3

1 3 3
1

f
cν
ν

χ
χ

=
+

, 2
1

1
1

f
fν
ν

χ
χ

= −
+

, 
1

6 6
3

6 6
3

1 w
w

w

cf g
g c

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟+⎝ ⎠

,   (2.83-2.85) 

                         
�νχ
ν

= , ( )6
2wg r c r r= + − , 

�
i 2 2

r
S d
ν
κ

= ,          (2.86-2.88) 

                            i
�

22 2S S f
d ν
ν

κ
= + , 2 ij ijS = Ω Ω ,                  (2.89-2.90) 

 
где ijΩ - тензор завихренности и d - расстояние до стенки. 
Модельные константы: 
 
                            1 0.1355bc = ; 2 0.622bc = ; 1 7.1cν = ; 2

3σ = ;  

                        ( )21
1 2

1 bb
w

ccc
κ σ

+
= + ; 2 0.3wc = ; 3 2wc = ; 0.41κ = . 

 
Модель Спаларта-Аллмараса широко применяется для 

моделирования внешних течений в таких задачах, как обтекание 
самолета, автомобиля, лопаток турбины и т.д. Кроме этого ее часто 
применяют в гибридных моделях наряду с LES.  

Представляет интерес модель, предложенная Секундовым в 
1971 году [17], также записываемая через вихревую вязкость. 
Модель Секундова и ее распространенная модификация – модель  
Гуляева, Козлова и Секундова (νt-92) [17] часто используются в 
отечественных приложениях. В двухмерном варианте модель 
Секундова записывается следующим образом: 
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 ( ) ( )
2

t tt t t x
x y t t

uu u
x x y y y s

ν βν νν ν νν χν αν γ
+∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤

+ = + + −⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
,   (2.91) 

 
где  2 2 2

0 00.4 0.004s ss s s h h= + + , 0s  - расстояние от стенки, sh - размер 
шероховатости стенки. 
Модельные константы: 
 

                                    2χ = ; 50γ = ; 0.06β = ; ( )0.2 tνα ϕ ν= , 

                                
( )

( )
2 2

2 2
11 13

11 65 .
t t

t t

ν ν ν ν
ϕ

ν ν ν ν
+ +

=
− +

 

 
Существуют и другие аналогичные модели с одним 

уравнением, где используются уравнения переноса для 
турбулентного трения, (Брэдшоу, Феррис, Атвелл [52]), уравнение 
для турбулентной вязкости (Ни, Коважная [111]) и ряд других 
моделей [5], [161]. 

Модели с одним дифференциальным уравнением обладают 
большей универсальностью к описанию турбулентных течений с 
учетом сжимаемости, переходных явлений, кривизны и отрыва 
потока, однако, объектами их применения, как правило, являются 
простые конфигурации потоков. Как и в случае алгебраических 
моделей, в моделях с одним дифференциальным уравнением 
сильна привязка к калибровочным коэффициентам. Снять 
указанные ограничения можно, например, при определении 
масштаба турбулентности введением независимой переменной, т.е. 
решением дополнительного уравнения переноса. 
 

2.4.4. Модели с двумя дифференциальными уравнениями 
 

Более универсальными моделями в инженерных расчетах 
турбулентных потоков являются модели с двумя 
дифференциальными уравнениями. Первая такая модель была 
предложена Колмогоровым (1942г.) [92]. Эта модель содержит 
уравнение переноса кинетической энергии турбулентности k  и 
удельной скорости диссипации энергии ω .  
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k -ω  модель 
 

 Ниже приведена одна из распространенных моделей k - ω  
типа, предложенная Вилкоксом [161]: 
  

          ( )* *i
j ij t

j j j j

k k u ku k
t x x x x

ρ ρ τ ρβ ω μ σ μ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = − + +⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

,    (2.92) 

                      ( )2i
j ij t

j j j j

uu
t x k x x x
ω ω ω ωρ ρ α τ βω μ σμ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + +⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
,        (2.93) 

                                                   t
kμ ρ
ω

= ,                                        (2.94) 

                             2
3

ji
ij i j t ij

j i

u uu u k
x x

τ ρ ρμ ρ δ
⎛ ⎞∂ ∂′ ′= − = − −⎜ ⎟
∂ ∂⎝ ⎠

.              (2.95) 

 
Модельные константы: 

 
      * *9 /100; 3 / 40; 5 / 9; 1/ 2; 1/ 2β β α σ σ= = = = = . 

 
В  [161], [169] хорошее описание k -ω  моделью пристеночных 

течений с отрывом пограничного слоя. 
 
k -ε  модель 

 
 Наиболее популярной моделью с двумя дифференциальными 
уравнениями является k -ε  модель, предложенная Чоу (1945г.) [60] 
и получившая дальнейшее развитие в исследованиях Лаундера – 
Джонса (1972) [82]: 
 

                    i t
j ij

j j j k j

k k u ku
t x x x x

μρ ρ τ ρε μ
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

,  (2.96) 

                         
2

1 2
i t

j ij
j j j j

uu c c
t x k x k x xε ε

ε

ε ε ε ε μ ερ ρ τ ρ μ
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

, (2.97) 

                                               
2

t
kCμμ ρ
ε

= .                                       (2.98) 
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Модельные константы: 
 

  1 21.44; 1.92; 0.09; 1.0; 1.3kc c Cε ε μ εσ σ= = = = = . 
 
Рейнольдсовые напряжения ijτ  определяются также как и в k -ω  
(2.95).  
 Простота, хорошая сходимость и неплохая точность k - ε  
модели позволяет ей на данный момент оставаться наиболее 
употребимой моделью для моделирования широкого спектра 
турбулентных течений. Несмотря на все достоинства, стандартная 
k -ε  модель плохо описывает течения с сильной кривизной потока, 
закрученные потоки, течения с отрывом, вторичные течения, 
пристеночные течения. Ниже даны некоторые улучшенные 
модификации k -ε  модели. 
 

k -ε  модель Като-Лаундера 
 

В областях, где течение сильно ускоряется или замедляется, 
например, в отрывных течениях, стандартная k - ε  модель 
предсказывает повышенные значения члена генерации 
турбулентности. Като и Лаундер [87] предложили модифицировать 
член генерации турбулентности 2

tP Sμ=  следующием образом 
 
                                       tP Sμ= Ω ,                                          (2.99) 

 
где S  - тензор скоростей деформации, а Ω  - тензор завихренности. 
Модификация Като-Лаундера часто используется при расчетах 
течений в турбомашинах. 
 

RNG k -ε  модель 
 
 RNG k - ε  модель базируется на анализе ренормированных 
групп уравнений Навье-Стокса [164]. Уравнение для кинетической 
энергии имеет такой же вид, как и в стандартной  k -ε  модели. В 
уравнении для диссипации константа 1cε  вычисляется, а 2cε  имеет 
другое значение. Ниже дано уравнение для диссипации 
кинетической энергии 
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2

1 2
i t

j RNG ij RNG
j j j j

uu c c
t x k x k x xε ε

ε

ε ε ε ε μ ερ ρ τ ρ μ
σ
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+ = − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

,    (2.100) 

 

где 1 1.42RNGc fε η= − , а ( )3

1
4.38

1 RNG

fη

ηη

β η

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠=
+

 и kSη
ε

= . Значение S  

находится из следующего соотношения 
 
                                                  2 ij ijS S S= ,                                  (2.101) 
 

где 1
2

i j
ij

j i

u uS
x x

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

- тензор скоростей деформации. 

Турбулентная вязкость определяется аналогично, как и в 
стандартной k -ε  модели. 

Модельные константы: 
 

 2 1.68; 0.085; 0.7179; 0.7179,
0.012.

RNG RNG kRNG RNG

RNG

c Cε μ εσ σ

β

= = = =

=
 

 
Дополнительно введенные корректирующие функции fη  и η  в 

RNG k - ε  модель позволяют более точно описывать течения с 
сильной кривизной потока, завихренные течения, а также 
пристеночные течения. 

 
Реалистичная  (Realizable) k -ε  модель  

 
В реалистичной или «физичной» k -ε  модели, предложенной 

Ши и др. [133] в 1995, введена новая формулировка турбулентной 
вязкости и изменено уравнение переноса для скорости. Термин 
реалистичности или «физичности», в данном случае, означает 
строгую «физичную» формулировку для рейнольдсовых 
напряжений, что не соблюдается в стандартной или RNG k - ε  
моделях. Для нормальных рейнольдсовых напряжений из 
предположения Буссинеска можно получить следующее 
соотношение [133] 
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                                  2 2 2
3 t

uu k
x

ν ∂
= −

∂
.                                 (2.102) 

 
Очевидно, что 2u  должно принимать только положительные 
значения, однако, в некоторых случаях при высоких напряжениях 
оно становится отрицательным, т.е. становится нефизичным: 

 

                                 1 3.7
3

k u
x Cμε
∂

> ≈
∂

.                                 (2.103) 

 
Аналогично для касательных напряжений в случае резкого 

изменения скоростей деформации может несоблюдаться 
неравенство Шварца [133] 

 
                     

2 2 2u u u uα β α β≤  (α , β  не суммируются).          (2.104) 
 

В «физичной» k -ε  модели для этого Cμ  записывается как функция 
от скоростей деформации S  и турбулентных характеристик k  и ε . 

 

                              *

0

1

s

C
kUA A

μ

ε

=
+ ⋅

,                                  (2.105) 

 
где 0 4.04,A = i i* ,ij ijij ijU S S= +Ω Ω 6 cos ,SA φ= ⋅  

( )1cos arccos 6 ,
3

Wφ =  
� 3

ij jk kiS S S
W

S
= . Значения �S , i ijΩ  находятся из 

следующих соотношений 
 
                                                 � ij ijS S S= ,                                     (2.106) 

                                             i 2ij ij ijk kε ωΩ = Ω − ,                              (2.107) 
 

где 1
2

i j
ij

j i

u u
x x

⎛ ⎞∂ ∂
Ω = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 - тензор завихренности, ijkε  - тензор Леви-

Чевита, а kω - угловая скорость в случае систем с вращением. 
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Увеличенную скорость диссипации для k - ε  модели, 
наблюдаемую при сравнении экспериментальных данных и 
численных расчетов в реалистичной k - ε  модели лимитируют 
измененным уравнением для переноса скорости диссипации 

 

          
2

1 2
t

j

j j j

u cS c
t x x xk ε

ε ε ε μ ερ ρ ρ ε ρ μ
σνε

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂+ ⎝ ⎠⎣ ⎦

,     (2.108) 

 

где 1 max 0.43; ,
5

c η
η

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥+⎣ ⎦

,kSη
ε

= 2 ij ijS S S= . 

Модельные константы: 
 

 2 1.9; 1.2c εσ= = . 
 
Преимущества реалистичной k - ε  модели очевидны на 

примерах плоской и круглой струи, течениях с сильной кривизной 
потока, течениях с отрывом, с вторичными течениями. 

 
Двухслойная модель Ментера 

 
 Модели турбулентности типа k ε−   лучше описывают 
свойства сдвиговых течений, а модели типа k ω−  имеют 
преимущества при моделировании пристеночных функций.  

Основываясь на этом Ментер (1993г.) предложил модель 
[104], сочетающую в себе указанные сильные стороны k ε−  и k ω−  
моделей. Для этого k ε−  модель была записана в терминах k  и ω , 
а затем в полученные модельные уравнения была введена весовая 
функция 1F , обеспечивающая плавный переход от k ω−  модели в 
пристеночной области к k ε−  модели вдали от стенки. Таким 
образом, модель Ментера записывается путем суперпозиции 
моделей k ω−  и k ε− , помноженных соответственно на весовую 
функцию 1F  и ( )11 F− . Функция 1F  подбирается так, чтобы быть 
равной нулю на верхней границе пограничного слоя и стремиться к 
единице при приближении к стенке. Также Ментер видоизменил 
стандартную связь между кинетической энергий k , скоростью 
диссипации ε  и турбулентной вязкостью tμ . В эту связь была 
введена специальная ограничительная функция (SST), 
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обеспечивающая переход от нее к известной формуле Брэдшоу 
[52], согласно которой турбулентное напряжение пропорционально 
кинетической энергии турбулентности ' ' 0.31i iu u k= . Этот прием, 
получивший название SST (перенос сдвиговых напряжений (shear 
stress transport)), в дальнейшем широко применялся и в других 
моделях турбулентности с двумя уравнениями, например Чена [59]. 

Ниже представлена базовая двухслойная модель Ментера: 
                             

         ( )*i
j ij k t

j j j j

k k u ku k
t x x x x

ρ ρ τ β ρ ω μ σ μ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = − + +⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

,  (2.109) 

            
( )2

1 2
12(1 ) ,

i
j ij t

j j j j

j j

uu
t x k x x x

kF
x x

ω

ω

ω ω ω ωρ ρ γ τ βρω μ σ μ

ωρσ
ω

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + + +⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∂ ∂

+ −
∂ ∂

          (2.110) 

 
Турбулентная вязкость и рейнольдсовые напряжения ijτ  
определяются аналогично, как и в k -ω  модели. 

Обозначая обобщенным параметром 1φ  набор констант 
оригинальной модели k ω−  с индексами 1 и, соответственно, 2φ  
аналогичный набор констант трансформированной k ε−  модели, 
получаем: 

 
                                  ( )1 1 1 21F Fφ φ φ= + − .                             (2.111) 
 

Используются следующие константы: 
1. Модельные константы  k ω−  модели (Вилкокс). 

 
   *

1 1 10.09; 0.075; 0.5; 0.5;k ωβ β σ σ= = = =  

  * 2 *
1 1 10.41; / /ωκ γ β β σ κ β= = − . 

 
2. Модельные константы стандартной k ε−  модели.   

 
  *

2 2 20.09; 0.0828; 1; 0.856;k ωβ β σ σ= = = =  

      * 2 *
2 2 20.41; / /ωκ γ β β σ κ β= = − . 
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Весовая функция определяется следующим образом: 
 

                            2
1 * 2 2

4500arg min max ; ;
k

kk
y y CD y

ω

ω

ρσυ
β ω ω

⎡ ⎤⎛ ⎞
= ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
,        (2.112) 

                               20
2

1max 2 ,10k
j j

kCD
x xω ω

ωρσ
ω

−
⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬∂ ∂ ⎪⎪ ⎭⎩

,           (2.113) 

                                                4
1 1tanh(arg )F = .                               (2.114) 

 
 Согласно предложению Брэдшоу, напряжение сдвига в 
пограничном слое пропорционально кинетической энергии:  
 

                                          1a kτ ρ= ,                                      (2.115) 
 
с постоянной 1a  [52]. С другой стороны, в моделях с двумя 
уравнениями напряжение сдвига рассчитывается следующим 
образом:  
 

                                           tHτ = Ω ,                                      (2.116) 

где u
y

−

∂
Ω =

∂
. 

 Чтобы удовлетворить уравнению Брэдшоу в рамках 
концепции вихревой вязкости, коэффициент турбулентной 
вязкости следует переопределить следующим образом 

 

                                           1
t

a kν =
Ω

.                                       (2.117) 

 
 Чтобы расширить формулировку вихревой вязкости, 
приспособленную для свободных сдвиговых слоев для случаев, где 
предложение Брэдшоу не обязательно применимо, сделана 
модификация SST- модели для ограниченных стенками потоков. 
Для этого применяется  смесительная функция 2F : 
 

                                 
( )

1

1 1 2maxt
a k
a w F

ν =
Ω

,                              (2.118) 
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где 2F  определяется подобно (2.114). 
 

                                    ( )2
2 2tanh argF = ,                                 (2.119) 

                       2 2

500arg max 2 / 0,09 ;k y
y
νω
ω

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
.                 (2.120) 

 
Новые константы во внутреннем слое: 

 
         *

1 1 10.09; 0.075; 0.85; 0.5;k ωβ β σ σ= = = =  

                     * 2 *
1 1 1 10.41; / / ; 0.31aωκ γ β β σ κ β= = − = . 

 
Во внешнем слое константы не меняются. 
  

2v f−  модель Дурбина 
 

Одной из интересных моделей представляется 2 fν −  модель 
Дурбина [68], часто применяемая для расчетов течений в турбинах 
ГТД, диффузурах и в конфигурациях с отрывом потока. В этой 
модели отдельно от уравнений для кинетической энергии и 
диссипации решаются дополнительно уравнения для масштаба 
скорости 2ν и функции f . Обычно для более точного учета 
влияния стенок в моделях, использующих предположение о 
вихревой вязкости, используют демпфирующие функции (гл. 
2.4.11). В модели Дурбина для этого просто решается транспортное 
уравнение для масштаба скорости 2ν  

 

               
2 2 2

2
22

t
j

j j k j

u kf
t x k x x
ν ν ε ν νν ν

σ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ = − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
. (2.121) 

 
Для функции 22f  записывается следующее уравнение 
 

                         ( )

2
2

2 22
22 1 22

2
3

1
j

kf PL f C C
x k

ν

τ

⎡ ⎤−⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦− = − −
∂

,         (2.122) 
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где масштаб длины L  и времени τ  определяются как 
 

                                 lL C l= ; 

1
3 3 2

2 2
2max ,kl Cη

ν
ε ε

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥= ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

⎣ ⎦

,                (2.123) 

                                   
1
2

max ,6k ντ
ε ε

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥= ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

⎣ ⎦
.                           (2.124) 

 
Турбулентная вязкость находится по формуле 

 
                                         2

t Cμν ν τ= .                                    (2.125) 
 
На стенке принимают следующие значения 
 

                           
2 2

2
2 4

2 200, 0, ,kk f
y y
ν ν νν ε

ε
= = = = − .     (2.126-2.129) 

 
Модельные константы 

 
                    1 2 10.19, 1.55, 1.9, 1.4,C c c Cμ ε ε= = = =  
                        2 0.3, 0.3, 1.0, 1.3L kC C εσ σ= = = = . 
 
Строго говоря, модель Дурбина имеет три дифференциальных 

уравнения и ее следует относить к другой группе моделей, но так 
как такого типа модели пока малораспространнены, в данной книге 
она включена в группу моделей с двумя дифферинциальными 
уравнениями.  

Интересной идеей является использование методики SAS 
(масштабно-адаптированное моделирование (Scale Adaptive 
Simulation)) [107], предполагающей учет масштаба турбулентных 
пульсаций. Данная методика уже прошла апробацию с  SST 
моделью для нестационарных течений [107].  

Общие рекомендации по использованию моделей с двумя 
уравнениями сведены в табл. 2.3. 
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Вид течения  Модель 
сдвиговые течения  k ε−  
сдвиговые течения, течения с кривизной потока  RNG 

k ε−  
сдвиговые и пристеночные течения, течения с 
сильной кривизной потока и отрывом, течения с 
вторичными потоками, струйные течения  

реалистич
ная 

k ε−  
пристеночные течения, течения с отрывом  k ω−  
сдвиговые и пристеночные течения, течения с 
отрывом  

SST 

пристеночные течения, течения с отрывом  2v f−  
 

Табл. 2.3. Основные существующие двухпараметрические 
модели турбулентности и оптимальные области их 
применения. 

 
Приведенные в таблице такие относительно новые модели, 

как RNG k ε− , реалистичная k ε−  и 2v f− , требуют дальнейшего 
детального изучения.  

В общем виде используемые в моделях с одним или двумя 
дифференциальными уравнениями уравнения переноса можно 
записать в следующем виде [170] 

 

    ( )j

j j j

u P D A
t x x x

ρ ρ μ Φ

⎡ ⎤∂Φ ∂Φ ∂ ∂Φ
+ = − + + Γ +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

.         (2.130) 

 
Расшифровка членов в уравнении (2.130) для каждого вида 

уравнений приведена в табл. 2.4 [170]. 
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 Φ  P  D  ΦΓ  
кинетическая 

энергия 
k  i

ij
j

u
x

τ ∂
∂

 ρε  или 
* kβ ρ ω  

t

k

μ
σ

 

скорость 
диссипация 

ε  
1

i
ij

j

uc
k xε
ε τ ∂

∂
 

2

2c
kε
ερ  t

ε

μ
σ

 

удельная 
скорость 

диссипации 

ω  i
ij

j

u
k x
ωα τ ∂

∂
 

2βρω  tωσ μ  

масштаб 
скорости 

2ν  22kf  2

k
εν  t

k

μ
σ

 

турбулентный 
масштаб 
времени 

τ  ( )11 i
ij

j

uc
k xε
τ τ ∂

−
∂

( )2 1cε ρ−

2

t

τ

μ
σ

 

интегральный 
масштаб 
длины 

kl  
1

i
l ij

j

uc l
x

ρ τ ∂
∂

 
3

2
2lc kρ  

1

t

l j j

k ll k
x x

μ
σ

⎛ ⎞∂ ∂
+⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠
интегральный 

масштаб 
времени 

kτ  
1

i
ij

j

uc
xτ ττ
∂
∂

 2c kτ ρ  t

τ

μ
σ

 

 
Табл. 2.4. Расшифровка членов уравнения (2.130). 

 
В случае SST модели последний член  

 

                       1 2
12(1 )

j j

kA F
x xω

ωρσ
ω
∂ ∂

= −
∂ ∂

,                          (2.131) 

а для уравнения kτ  
 

          
1 2

2 2t t

k k k k

kA
k x x x xτ τ

μ τ μ τ τμ μ
σ τ σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,          (2.132) 

 
в остальных случаях 0A = . 
Все необходимые константы для моделей с двумя 
дифференциальными уравнениями сведены в табл. 2.5. 
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1cε  2cε  kσ  εσ  cμ  k ε−  
[82] 1.44 1.92 1.0 1.3 0.09 

*β  β  α  kσ  ωσ  k ω−  
[161] 0.09 0.075 5/9 0.5 0.5 

*
1β  1β  1α  1kσ  1ωσ  

0.09 0.075 *
1 1

2 *
1 1

/

/ω

β β

σ κ β

−

−
 

0.85 0.5 

*
2β  2β  2α  2kσ  2ωσ  

k ω−  
(SST) 
[104] 

0.09 0.0828 *
2 2

2 *
2 2

/

/ω

β β

σ κ β

−

−
 

1 0.856 

Cμ  1cε  2cε  1C  2C  
0.19 1.55 1.9 1.4 0.3 

2C  LC  kσ  εσ   

2v f−  
[68] 

0.3 0.3 1.0 1.3  
Cμ  1cε  2cε  kσ  1 2τ τσ σ=k τ−  

[161] 0.09 1.44 1.83 1.36 1.36 
Cμ  1cτ  2cτ  kσ  τσ  k kτ−  

[161] 0.09 0.173 0.225 1.46 10.8 
k kl−  
[161] 

Cμ  1lc  2lc  kσ  1 2l lσ σ=

 0.09 0.98 6

0.059 702 l
y

⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

  

Табл.2.5. Модельные коэффициенты для моделей с двумя 
дифференциальными уравнениями. 

 
Кроме рассмотренных подробно k ε− , k ω− , SST, 2v f−  моделей, 
в табл. 2.4. и 2.5 включены представляющие больше научный 
интерес k τ−  (Специале, Абид, Андерсон), k kτ−  (Цейерман, 
Вольфштейн) и k kl−  (Нг, Сполдинг) модели. Для модели k kτ−  
требуются также следующие дополнительные соотношения 
 

                                  
1

21 , ,k l C k
C μ

μ

ω ε τ
τ τ

= = = .              (2.133-2.135) 
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Несмотря на популярность и всеобщее использование моделей 
с двумя дифферинциальными уравнениями в промышленности, 
данные модели базируются на предположении Буссинеска, и им 
присущи аналогичные недостатки, что и моделям с одним 
дифференциальным уравнением. Некоторые способы обойти 
ограничения, накладываемые предположением Буссинеска, 
приведены в следующей главе. 
 

2.4.5. Нелинейные модели и алгебраические модели 
рейнольдсовых напряжений 
 
 Одним из способов преодолеть недостатки моделей, 
базирующихся на предположении Буссинеска, является введение 
нелинейных членов в уравнение Буссинеска. Впервые такой подход 
был предложен Поупом [119], а в дальнейшем получил развитие в 
работах Специале [147]. 
 Обычно в нелинейных моделях используют тензор 

анизотропии рейнольдсовых напряжений 2
3

i j
ij ij

u u
a

k
δ

′ ′
= − вместо 

обычного тензора рейнольдсовых напряжений ijτ . Кроме этого, в 
нелинейных моделях используются тензор деформации скоростей 

1
2

i j
ij

j i

u uS
x x

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 и тензор завихренности 1
2

i j
ij

j i

u u
x x

⎛ ⎞∂ ∂
Ω = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

. 

Ниже представлена нелинейная модель Крафта, Лаундера, 
Шуги (CLS) [63]. 

Тензор анизотропии рейнольдсовых напряжений вычисляется 
следующим образом 
 

 

( )

( )

2
1 2

2 2 2
3 4 2

2 2
5 6 72 2 2

1
3

1
3

2 .
3

t t t
s

t t

t t t
ij jk ki ij jk ki

a S c S II I c S S
k

kc II I c S S

k k kc S S IVI c S S S c S

ν ν ν
ε ε

ν ν
ε ε
ν ν ν
ε ε ε

Ω

⎛ ⎞= − + − + Ω −Ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+ Ω − + Ω −Ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞+ Ω −Ω − + + Ω Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (2.136) 
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Постоянный коэффициент в линейных моделях cμ  вычисляется по 
следующей формуле 

 

  
( )( ) ( )( )1.5

0.3 0.361 exp
exp 0.75max ,1 0.35 max ,

c
SS

μ

⎛ ⎞⎡ ⎤−
= −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟− Ω+ Ω ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

. (2.137) 

 
Модельные константы 

 
2 2 2

1 2 3 4 5 6 70.1, 0.1, 0.26, 10 , 0, 5 , 5c c c c c c c c c cμ μ μ= − = = = − = = − = . 
 

 Более простая нелинейная квадратичная модель, 
предложенная Гибсоном, Лаундером (GL) [74], более широко 
применяется для двухмерных течений. Здесь тензор анизотропии 
находится по следующей формуле: 
 

( )
2 2

2
1 2 3

1 ,
3

t t
s

ka c S c S S c S II Iμ μ μ
ν νβ β β

ε ε ε
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − Ω −Ω + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(2.138) 

 
где 

  

                                 
( )

( )
2

1

2 2 2

3 1

3 6 1
cμ

β η

η ξ η

+
=

+ + +
,                          (2.139) 

                               ( ) ( )2 22 2
2 3/ 2, /8Sξ β η β= Ω = .         (2.140-2.141)  

 
Модельные константы 

 
1 2 32 / 21, 1/ 7, 2 / 7β β β= = = . 

 
Вышеперечисленные нелинейные модели, хотя и позволяют 

устранить ряд недостатков, присущих моделям, базирующимся на 
предположении Буссинеска, обладают таким существенным 
недостатком, как большое количество модельных констант. 
Например, CLS модель содержит 7 модельных констант, которые 
найдены экспериментально. Зависимость от модельных констант 
создает некоторую привязку к одному или нескольким видам 
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течений. Избежать привязки к константам возможно 
использованием дополнительного уравнения, определяющего эти 
константы. 
 

Явная алгебраическая модель рейнольдсовых напряжений 
(EARSM) 
 
 Отличие алгебраических моделей рейнольдсовых напряжений 
состоит в том, что для нахождения модельных коэффициентов при 
нелинейных членах используется алгебраическое уравнение, 
полученное из транспортного уравнения переноса рейнольдсовых 
напряжений.  
 Ниже представлена полная форма транспортного уравнения 
рейнольдсовых напряжений  
                                

  

N

( )1

2

i ii j k i j
i k j k

k k k
I II III

i j ji
i j k i jk j ik

k k j i

VIV

ji

k ki

u u u u u u uu u u u
t x x x

u u up uu u u p u p u
x x x x

uu
x x

δ δ ν
ρ ρ

ν

′ ′ ′ ′∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂′ ′ ′ ′+ = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎡ ⎤′ ′ ⎛ ⎞∂′∂ ∂′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− + + − + +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞∂∂
− ⎜⎜ ∂ ∂⎝

��	�
 ����	���


���	��
���������	��������


,

VI

⎟⎟
⎠���	��


   (2.142) 

 
где первый член представляет собой нестационарность течения, 
второй - перенос рейнольдсовых напряжений за счет конвекции, 
третий - генерацию рейнольдсовых напряжений, четвертый - 
перенос за счет диффузии, пятый - перекрестный член давления, 
шестой - перенос за счет диссипации. 
 Аналогично можно записать уравнение переноса для тензора 
анизотропии:                                                                



 97

        
1ij i j l i j i j ij ijl

l

ij
ij

Da u u u u u u u Pk ku P
t x k x k

C

ε
ε ε ε ε ε

φ
ε

⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∂∂ ∂ ⎛ ⎞− − = − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

+ +

, (2.143) 

 
где первый член представляет собой перенос за счет конвекции и 
нестационарность, второй - перенос за счет диффузии, третий - 
генерацию анизотропии рейнольдсовых напряжений 

( i i
ij i k j k

k k

u uP u u u u
x x
∂ ∂′ ′ ′ ′= − −
∂ ∂

, / 2ijP P= ), четвертый - перекрестный член 

давления, пятый - перенос за счет диссипации, шестой - описывает  
кориолисовы силы. 
 Многие неоднородные течения, представляющие инженерный 
интерес, являются статистически стационарными и удовлетворяют 
локальному равновесию тензора рейнольдсовых напряжений. В 
этом случае можно пренебречь конвекционным и диффузионным 
членами. Это и является основной идеей ARSM [124]. В 
математической форме это записывается в виде: 
                                                  

                                0ij i j l i j l

l

Da u u u u uk ku
t x k xε ε

⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′∂∂ ∂
− − =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

.             (2.144) 

 
Таким образом, в ARSM предположение об изотропности tμ  в 
моделях, использующих предположение Буссинеска, заменяется на 
предположение о локальном равновесии i ju u′ ′ , достоверность 
которого вполне очевидна для значительного числа течений. 
Однако ARSM включает эффекты вращения, учет кривизны линий 
тока и трехмерность течений.  
 С учетом вышеизложенного, неявная алгебраическая форма 
уравнения записывается в виде: 
 

                                   1i j ij ij ij
ij

u u PP C
k

ε φ
ε ε ε ε

′ ′ ⎛ ⎞− = − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                (2.145) 
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Член генерации турбулентности ijP  и / 2ijP P=  и кориолисовы 
силы ijC  не требуют моделирования, так как могут быть найдены 
непосредственно из тензора рейнольдсовых напряжений. Однако, 
тензор скоростей диссипации ijε  и перераспределения давлений ijφ  
требуют моделирования. Моделирование этих членов подробно 
изложено в следующей главе. 
 Подставляя уже смоделированные члены, можно получить 
следующую неявную форму: 
 

             
( )2

1

2

7 181
15 11

5 9 2 .
11 3

ij ij ik kj ik kj

ik kj ik kj ij ik ki

CPС a S a a

C a S S a a S

ε

δ

+⎛ ⎞− + = − + Ω −Ω −⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ⎛ ⎞− + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (2.146) 

 
или 
 

                 
( )3 4 1

2
2 ,
3

ij ij ik kj ik kj

ik kj ik kj ij ik ki

PA A a A S a a

A a S S a a S

ε

δ

⎛ ⎞+ = − + Ω −Ω −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞− + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

           (2.147) 

 

здесь 
( )

( )12
1 2 3 4

2 2 2 2

11 15 988 11, , ,
11 7 1 7 1 7 1 7 1

CCA A A A
C C C C

−−
= = = =

+ + + +
- 

модельные коэффициенты. 
 Значения модельных коэффициентов для некоторых 
общеупотребительных моделей приведены в табл. 2.6.  
 

 1A  2A  3A  4A  
WJ, [157] 1.20 0 1.80 2.25 
LRR, [96] 1.54 0.37 1.45 2.89 
SSG, [147] 1.22 0.47 0.88 2.37 
GS, [73] 1.22 0.47 5.36 1.68 

 
Табл. 2.6. Модельные константы для различных 

ARSM. 
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  Решение неявной формы представляет значительные 
численные трудности, вследствии отсутствия диффузионного члена 
в уравнении переноса для рейнольдсовых напряжений. Для 
решения этой проблемы  используют явную алгебраическую 
форму, полученную с использованием тензорной алгебры [172]. 
Общая форма для тензора анизотропии ija  в терминах ijS  и ijΩ  
записывается в виде 10 тензорно-независимых групп, в которых все 
комбинации тензоров более высокого порядка могут быть 
сокращены по теореме Кайли-Гамильтона. Различные способы 
сокращения количества тензоральных групп приведены в работах 
[146], [157], [172]. Согласно [157] тензор анизотропии 
рейнольдсовых напряжений записывается в виде: 
 

     

( )

( )

( )

( ) ( )

2 2
1 2 3 4

2 2 2 2
5 6

2 2 2 2 2 2 2
7 8

2 2 2 2 2 2
9 10

1 1
3 3

2
3

2
3

,

sa S S II I II I S S

S S S S IVI

S S VI S S S S

S S S S

β β β β

β β

β β

β β

Ω
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + Ω − + Ω −Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ Ω −Ω + Ω −Ω − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+ Ω +Ω − + Ω − Ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ Ω Ω −Ω Ω + Ω Ω −Ω Ω

  (2.148) 

здесь 
2

i j
ij

j i

u uS
x x

τ ⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

, 
2

i j
ij

j i

u u
x x

τ ⎛ ⎞∂ ∂
Ω = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 нормирован через 

турбулентный масштаб времени kτ
ε

=  и для упрощения 

используется следующие обозначения ija a= , ijS S= , ijΩ = Ω . 
Коэффициенты iβ  - функции пяти независимых инвариантов 

S  и Ω : 
 

                                     

2

2

3

2

2 2

s ij ij

ij ji

ij jk ki

ij jk ki

ij jk kj jk

II S S S

II

III S S S S

IV S S

V S S S

Ω

= =

= Ω = Ω Ω

= =

= Ω = Ω Ω

= Ω = Ω Ω

                  (2.149-2.153) 
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Решая совместно уравнения (2.147) и (2.148), можно найти 
неизвестные коэффициенты iβ  и сам тензор анизотропии 
рейнольдсовых напряжений. 
 

2.4.6. Дифференциальные модели рейнольдсовых 
напряжений 
 

В предыдущей главе был приведен способ сведения уравнения 
переноса рейнольдсовых напряжений (2.137) к алгебраической 
форме (2.141). В моделях же рейнольдсовых напряжений уравнение 
переноса решается шесть раз для каждой компоненты тензора 
рейнольдсовых напряжений. Модели, базирующиеся на решении 
транспортных уравнений переноса рейнольдсовых напряжений, 
относят к моделям второго порядка (табл. 2.1). 

Ниже, для удобства, записано уравнение для переноса 
рейнольдсовых напряжений в условной форме 

 

                         i j
ij ij ij ij ij

u u
C P D

t
ε

′ ′∂
+ = − + Π −

∂
,                    (2.154) 

 
здесь ijC  описывает конвекцию, ijP - генерация рейнольдсовых 
напряжений, ijD - диффузия, ijε - диссипация, ijΠ - член 
перераспределения давления. Три последних члена требуют 
моделирования. 

Существует множество модельных уравнений, описывающих 
диффузию, член перераспределения давления и диссипацию. Ниже 
приведены наиболее популярные модели. 

Турбулентная диффузия ijD  может моделироваться как в 
модели Дейли, Харлоу (DH) [66] 

 

                            
' '

' ' ' ' ' i j
i j k s k l

l

u uku u u C u u
xε

∂
− =

∂
,                          (2.155) 

 
где sC - эмпирическая константа, обычно принимается равной 0.22. 

Моделирование члена перераспределения давления обычно 
проходит с использованием уравнения Пуассона  [118] и делится на 
две части: «быструю» и «медленную». 
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«Медленная» часть чаще всего записывается как линейная 
функция от анизотропии рейнольдсовых напряжений 

 

                                   
( )

1

 s
ij

ijC a
φ
ε

= − ,                                      (2.156) 

 
где 1C - модельная константа. 

Для моделирования «быстрой» части часто используется 
модельное выражение, предложенное Лаундером и др. (Лаундер, 
Риис, Роди (LRR)) [96] и записываемое в следующем виде 

 

                  

( )

( )
2

* *2

9 64 2
5 11 3

7 10
11

r
ij

ij ik kj ik kj km km ij

ik kj ik kj

CS a S S a a S

C a a

φ
δ

ε
+ ⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
−

+ Ω −Ω

,  (2.157)                 

 
где 2C - модельная константа. В LRR модели приняты следующие 
модельные константы: 1 1.5C =  и 2 0.582C = −  [96].  Аналогичную 
линейную форму с большим количеством констант предложил 
Джонс [80]. В развернутом виде записываемую как 
 

                        

' '
1 2

' ' ' '
3 4

' ' ' '
2 3

2

3 ,
2

k
ij ij k l

l

j ji i
j k i k

k k j i

k k
j k i k

i j

uC a C u u
x

u uu uC u u u u C k
x x x x

u uC C u u u u
x x

ε ∂
Π = − + +

∂

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂
+ + + + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞− + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

       (2.158) 

 
где модельные константы 
 
                       1 2 3 43.0, 0.44, 0.46, 0.23C C C C= = − = = −  
 
В модели, предложенной Специале, Саркаром и Гатским (SSG) 
[147], используются нелинейные члены для моделирования члена 
перераспределения давления 
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        ( )
( )

*
1 1 2

*
3 3 4

5

1
3

2
3

,

m
ij mn ij ik kj mn nm ij

n

ij ik jk jk jk mn mn ij

ik jk jk jk

uC C b C b b b b
x

C C II kS C k b S b S b S

C k b b

ρε τ ρε δ

ρ ρ δ

ρ

⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞Π = − + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞+ − + + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ Ω + Ω

  (2.159) 

 
где модельные константы 
 
         * *

1 1 2 3 3 4 53.4, 1.8, 4.2, 0.8, 1.3, 1.25, 0.4C C C C C C C= = = = = = = . 
 
Введение нелинейных членов для члена перераспределения 
позволяет повысить точность моделирования течений с сильной 
анизотропией, кривизной потока, закрученных течений. SSG и LRR 
модели часто используют в научных и коммерческих пакетах. 
Также в научных целях используют другую форму для 
моделирования члена перераспределения давления, полностью 
удовлетворяющую условиям реалистичности или «физичности», 
предложенной Ши и Люмли [134]: 
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j i
ik mlj m jk mli m kl il jm lm

l l

u u S
k x x
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τ ε τ ε τ τ τ

+ Ω +

⎧ ⎫∂⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂⎪ ⎪+ + Ω + + Ω −⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
(2.160) 

 
где   
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                       ( )1
2

5
1 1 0.8 , 1 9 27 ,

10
F F II IIIα = − + = + +     (2.161-2.162) 

                                   1 1, ,
2 2ij ij ij jk kiII b b III b b b= − = −                      (2.163) 

                      ( ){ }12 80.1ln 1 62.4 2.3
9

F II IIIβ = + + − +⎡ ⎤⎣ ⎦ .          (2.164) 

 
Так как диссипация происходит в малых масштабах, 

большинство моделей используют гипотезу Колмогорова о 
локальной изотропии [103], записываемой математически в виде 

 

                                         2
3ij ijε ρεδ= ,                                   (2.165) 

 
где  

 

                                        i i

k k

u u
x x

ε ν
′ ′∂ ∂

=
∂ ∂

.                                 (2.166) 

 
Диссипацию можно смоделировать алгебраическим соотношением, 
но обычно для нахождения диссипации используют уравнение 
переноса, аналогичного уравнению, используемому в  k ε−  
модели. 

Ниже приведена модель Лаундера, Рииса, Роди (LRR) в общем 
виде [96]. 
Уравнение переноса для тензора рейнольдсовых напряжений ijτ  
    

             

2
3

.

ijik
k ij ij ij

k

jk ijik
s im jm km

k m m m

u P
t x

kC
x x x x

ττ ρεδ

τ τττ τ τ
ε

∂∂
+ = − + −Π −

∂ ∂

∂ ∂⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂
− + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

   (2.167) 

 
Транспортное уравнение переноса для диссипации 
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2

1 2
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j ij km
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t x k x k x xε ε ε
ε ε ε ε ερ ρ τ τ

ε
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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.     (2.168) 

 
Уравнение корреляций давления 
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    (2.169) 

 
Дополнительные зависимости 
 

                                 j i
ij im jm

m m

u uP
x x

τ τ∂ ∂
= +
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,  1

2 kkP P= ,       (2.170-2.171)                 

                                           m m
ij im jm

j i

u uD
x x

τ τ∂ ∂
= +

∂ ∂
,                       (2.172) 

Модельные константы (Лаундер, 1992) 
                                 

             
l ( ) l ( ) � ( )2 2 2

1 2 1 2

8 11, 8 2 11, 60 4 11,
1.8, 0.60, 0.11, 0.18, 1.44, 1.92.s

C C C
C C C C C Cε ε ε

α β γ= + = − = −

= = = = = =
 

  
 Часто для более точного описания пристеночных течений в 

качестве дополнительного уравнения вместо уравнения для 
скорости диссипации используют уравнение для удельной скорости 
диссипации или видоизмененное уравнение ω  из двухслойной 
модели Ментера. Иногда такого типа модели относят к разряду 
низкорейнольсовых. Ниже дана так называемая ω  - модель 
рейнольдсовых напряжений [175]. 
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*

2
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.

ijik
k ij ij ij

k

ijt

k k

u P
t x

x x

ττρ ρ ρ β ρωδ ρ

τμμ
σ
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∂ ∂
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   (1.173) 

 
Уравнение для переноса удельной скорости диссипации и 
модельные константы выглядят аналогично, как, например, в 
модели Вилкокса (2.93).    

Решение уравнений переноса для компонентов тензора 
рейнольдсовых напряжений позволяет учитывать большинство 
эффектов, присущих турбулентному течению, но имеет 
существенный недостаток, так как требует решения семи 
дополнительных дифференциальных уравнений, что сопряжено с 
повышенным требованием компьютерных ресурсов [169] (табл. 
П.2, приложение), а также проблем, связанных со сходимостью 
решения. 

 
2.4.7. Моделирование течений с неньютоновскими 

жидкостями 
 

 
В главе 1.2 был приведен ряд уравнений для вязкости, 

описывающих свойства различных видов неньютоновских 
жидкостей. В настоящее время, в основном, при моделировании 
течений с неньютоновскими жидкостями используются 
идентичные турбулентные модели, что и для ньютоновских 
жидкостей, с учетом свойств, описываемых уравнениями для 
вязкости. В целом они дают неплохие результаты для некоторых 
видов течений и жидкостей. Существуют турбулентные модели 
специально скалиброванные для некоторых видов неньютоновских 
жидкостей, однако, они привязаны к простым видам течений. 
Также имеется ряд модифицированных моделей, описывающих  
пристеночные эффекты присущих турбулентным течениям вязко-
пластичных жидкостей. В главе 2.4.12 как пример приведена одна 
из таких моделей. В общем, теория моделирования турбулентных 
течений неньютоновских жидкостей окончательно не 
сформирована и имеет множество неизвестных областей [57].  
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2.4.8. Моделирование процессов теплообмена и смешения 
 

Как уже упоминалось в главе 2.1, для расчета течений со 
смешением, теплообменом или химическими реакциями 
используется транспортное уравнение для скаляра φ  (2.30). При 
операции осреднения появляется неизвестный член потока скаляра 
(scalar flux), требующий моделирования. 
 Наиболее простым способом замыкания уравнения переноса 
является предположение о пропорциональности потока скаляра 
градиенту осредненного скаляра 
 

                                               ' ' t
j

j

u
xφ

μ φρ φ
σ

∂
− =

∂
.                             (2.174)                

 
 Более сложным является предположение о 
пропорциональности потока скаляра рейнольдсовым напряжениям, 
предложенной Дейли, Харлоу (DH) [66] 
  

                                             ' ' ' '
1i t t i j

j

u C u u
x
φρ φ τ ∂

− =
∂

.                       (2.175) 

 
Более точное и сложное отношение используется в модели 

Кима, Моина (KM) [88] 
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' '
1

i k k j
i t t

j

u u u u
u C

k x
φρ φ τ
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.                   (2.176) 

 
В модели Абе, Шуга (AS) [43], [152] для нахождения потока 

скаляра используетс комбинация двух последних моделей 
 

                     
' ' ' ' ' '
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i j i k k j
i t t t
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 107

Модельные константы: 
 

1 20.22, 0.22t tC C= =  
 

Другим, на порядок более сложным подходом для нахождения 
потока скаляра, является решение транспортного уравнения, 
аналогичного уравнению переноса рейнольдсовых напряжений: 
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, (2.178) 

 
где первый член представляет собой нестационарность течения, 
второй - конвективный член, третий - продукцию, четвертый - 
перенос за счет диффузии, пятый - корелляции давления и скаляра, 
шестой - перенос за счет диссипации и седьмой - молекулярный 
перенос. Четыре последних члена требуют моделирования. 
Принимая во внимание локальную изотропность при высоких 
числах Рейнольдса, можно пренебречь диссипативным членом. 
Также часто пренебрегают молекулярным переносом, играющим 
небольшую роль при турбулентных течениях. Таким образом, 
остается необходимым смоделировать член корелляций давления и 
скаляра iφπ  и диффузионный член 

juDiff
φ

. Используя уравнение 

Пуассона [118] для давления p  , можно разделить член корреляции 
давления и скаляра iφπ  на две части: турбулентную ,1iφπ и  
напряженную ,2iφπ . Наиболее часто применяемая модель для 
первой части предложена Мониным [29] 
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                                               ,1 1i jc u
kφ φ
επ φ′= − .                              (2.179) 

 
По аналогии с градиентной моделью для транспортного уравнения 
рейнольдсовых напряжений, Лаундер [96] предположил, что ,2iφπ  
пропорциональна потоку скаляра: 
 

                                              ,2 2
i

i l
l

uc u
xφ φπ φ ∂′= −
∂

.                            (2.180) 

 
Для диффузионного переноса Лаундер предложил использовать 
градиентную аппроксимацию 
 

                         
j

j l
s k l k iu

l k k

u ukDiff c u u u
x x xφφ

φ φφ
ε

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂∂ ′ ′ ′ ′= −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
.         (2.181) 

   
Модельные константы 
 
                                        1 20.22, 0.22t tC C= =  
 
Более подробно моделирование членов дифференциального 
уравнения для потока скаляра описано  в [148], [162]. 

Аналогично, как и в EARSM, транспортное уравнение 
переноса скаляра можно привести к алгебраической форме, как в 
модели Виркстрома, Валлина, Йоханссона (WWJ) [160]: 
 

                            ( )' ' ' '
41i ij j k

k

ku c B u u
xϕ
φρ φ

ε
∂

− = − −
∂

,                   (2.182) 

 
где матрица B находится по формуле  
 

               
( ) ( )22

1

3
1 2

1
2

1 1
2 2

s sG Q I G c S c c S c
B

G GQ Q

Ω Ω
⎛ ⎞− − + Ω + + Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠=

− +
,         (2.183) 
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зависимые константы  
 
                             2 31sc c cφ φ= − − , 2 31c c cφ φΩ = − + ,           (2.184-2.185) 
 
параметр  
 

                                    1
1 12 1
2

PG c
rφ ε

⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                             (2.186) 

 
параметры, получаемые из инвариантов  
 

                       2 2
1 s sQ c II c IIΩ Ω= + , 3 2

2
2 2
3 s s sQ c III c c IVΩ= + .  (2.187-2.188) 

 

Модельные константы 

 
1 2 3 44.51, 0.47, 0.02, 0.08c c c cφ φ φ φ= = − = =  

 
2.4.9. Моделирование двухфазных течений 
 
Одной из характеристик двухфазных течений является число 

Стокса, определяемой по следующей формуле: 
 

                                           p

f

St
τ
τ

= ,                                       (2.189) 

 
где pτ - время релаксации, характеризующую динамическую 
инерционность частиц, а fτ - временной интегральный или 
колмогоровский масштаб турбулентности.  Число Стокса 
характеризует инерционность частиц по отношению к масштабу 
турбулентности. При большой инерционности частиц или при 
сильной турбулентности число Стокса стремится к бесконечности. 
В этом случае движение частиц и жидкой фазы не коррелируются, 
т.е. частицы в основном движутся хаотично из одного вихря в 
другой. С другой стороны, при низких числах Стокса движение 
частиц коррелируется с движением жидкой фазы. Время 
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релаксации pτ  является функцией от числа Рейнольдса частицы 
Re p , вычисляемой по следующей формуле: 
 

                                                   Re p
p

W d

ν
= ,                               (2.190) 

 
где W - разность скоростей между частицей и жидкой средой, pd - 
диаметр частицы. 

Как уже было упомянуто в главе 1.2, моделирование 
двухфазных течений проводится двумя способами: методом Эйлера 
и методом Лагранжа.  

 
Метод Эйлера 
 
В методе Эйлера осредненные уравнения для движения и 

теплообмена частиц записываются аналогично уравнениям для 
жидкой фазы (2.28-2.30). По аналогии требуется моделирование 
неизвестных корреляций скорости и температуры частиц, 
аналогичных рейнольдсовым напряжениям и переносу тепла в газе. 
Моделирование неизвестных корреляций проводится такими же 
способами, как и для жидкой среды. Расчет методом Эйлера 
проходит параллельно для двух фаз и полученные поля 
суммируются. Метод Эйлера применяется к течениям с частицами, 
обладающими малой инерционностью (равновесные течения). Во 
всех других случаях в настоящее время используют метод 
Лагранжа, хорошо описывающий течения с малой концентрацией 
частиц. При высокой концентрации частиц и большой величине 
инерционности (неравновесные течения)  необходимо 
дополнительно использовать модели, учитывающие соударения 
между частицами (коллизионные модели) [141], а также модели, 
учитывающие влияние частиц на жидкую среду. 

 
Метод Лагранжа 
 
В методе Лагранжа записываются уравнения для 

индивидуальных частиц. 
Уравнение  изменения координат частицы 



 111

                                                    p
p

d x
u

dt
=

JJG
G

.                                    (2.191) 

 
Уравнение сил, которое представляет сумму сил, 

действующих на частицу 
 

                ...p
A g vm Sa M Pp

du
m F F F F F F

dt
= + + + + + +

JJG
JG JG JG JG JG JG

,    (2.192) 

 
где AF

JG
- сила аэродинамического сопротивления, gF

JG
- сила тяжести, 

vmF
JG

-  виртуальная массовая сила, SaF
JG

- сила Сэфмена, MF
JG

- сила 
Магнуса, PF

JG
- сила вследствии градиента давления, кроме этого 

могут быть добавлены члены, учитывающие электрические, 
магнитные и другие силы. 

Ниже приведено подробное описание сил, находящихся с 
правой стороны уравнения (2.192).  

Сила аэродинамического сопротивления возникает вследствии 
трения молекул жидкости и поверхности частицы, а также 
вследствии неравномерного распределения давления по 
поверхности частицы. Сила аэродинамического сопротивления 
записывается в следующей форме: 

 

                             2

3 Re
4

f
A p d p rel

p p

F m C U
d
μ
ρ

=
G

.                      (2.193) 

 
Коэффициент сопротивления частицы dC  в случае несжимаемого 
потока является функцией от числа Рейнольдса. При малых числах 
Рейнольдса Re 1p <<  используется простая зависимость 

24
Red

p
C = . При числах Рейнольдса 1 Re 1000p< <  используют 

зависимость, предложенную Шиллером и Науманом (1933)  
 

                                      ( )0.68724 1.0 0.15Re
Red p

p

C = + .                    (2.194) 
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При числах Рейнольдса Re 1000p >  коэффициент сопротивления 
становится незавимым от числа Рейнольдса и принимает значение 

0.44dC = . 
Сила тяжести определяется по формуле 
 
                                         g pF m g=

G G .                                      (2.195) 
 
Виртуальная массовая сила представляет собой массу жидкой 

среды, которая увлекается при ускорении частицы. Виртуальная 
массовая сила пропорциональна отношению плотностей жидкой 

среды и частиц f

p

ργ ρ=  

 

                               ( )vm p vm f p
dF m C u u
dt

γ= −
G

.                      (2.196) 

 
Коэффициент vmC  представляет собой долю объема жидкой среды 
по отношению к объему частиц. При низкой объемной доли 
дисперсной среды vmC  принимается равным 0.5. 

Сила Сэфмена возникает вследствии неоднородного профиля 
скорости жидкой среды при обтекании частицы. Разница скоростей 
приводит к возникновению перепада давлений. Сила Сэфмена [127] 
определяется следующим образом 

 

                             
0.5

21.615AS p rel
uF d U
y

ρμ ∂
= ⋅

∂

G
.                 (2.197) 

 
Сила Магнуса возникает вследствии вращения частицы. Сила 

Магнуса записывается в следующем виде: 
 

                         ( )2

8
rel

M f p Ma rel rel
rel

U
F d c Uπ ρ= ×Ω

Ω

G
G G G

G ,               (2.198) 

 
здесь relΩ

G
, relU
G

- скорость вращения и переносная скорость 
относительно потока. 
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Сила вследствии градиента давления записывается как 
 

                        f f f f
P p p

p p

Du Du
F m m g

Dt Dt
ρ ρ
ρ ρ

= −
G GG G .                  (2.199) 

 
Также дополнительно используется уравнение вращения 

частицы 
 

                                              p
p i

d
I T

dt
ω

=∑
JJG

G
,                                  (2.200) 

 
где pI - момент инерции частицы, iT∑

G
- сумма моментов 

действующих на частицу. 
Расчет течений методом Лагранжа проходит итеративно в два 

этапа. В начале рассчитывается поле для жидкой фазы (2.28-2.30), 
потом для частиц (2.191) и (2.192), далее снова решаются 
уравнения для жидкой фазы с источниковым членом, вычисленного 
из второго этапа. Итерации продолжаются до момента достижения 
заданной точности. 

При моделировании двухфазных течений с фазовым 
переходом в уравнения моментов, сил и теплообмена добавляется 
источниковый член, учитывающий такой переход. В зависимости 
от температуры алгоритм расчета течений с жидкими частицами 
можно разделить на следующие части: нагрев, испарение и кипение 
[46], [108], [113]. Нагрев жидкой частицы проходит при 
температуре капли pT  ниже температуры паробразования  vapT : 
 
                                                     p vapT T< .                                     (2.201) 
 
Такой процесс можно описать простым уравнением баланса 
энергии 
 

                      ( ) ( )4 4p
p p p p p p R p

dT
m C hA T T A T T

dt
ε σ∞= − + − ,          (2.202) 
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где pm  - масса капли,  pC  - удельная теплоемкость капли, h  - 
коэффициент конвективного переноса, pA - площадь капли, T∞  - 
температура среды, pε  - коэффициент эмиссии капли, pT  - 
температура излучения. Таким образом, слева записано изменение 
температуры по времени, а справа первый член описывает перенос 
энергии за счет конвекции,  а второй за счет излучения. Данное 
уравнение справедливо и для описания охлаждения жидкой 
частицы, также его можно применять и для описания нагрева и 
охлаждения твердых частиц. 

Процесс испарения капли проходит при температуре  
 
                                            vap p bpT T T≤ < ,                                     (2.203) 
 
где bpT  - температура кипения. Измение массы капли при 
интенсивном испарении можно записать в виде 
 

                                     ( )ln 1p
c p m

dm
k A B

dt
ρ∞= − ,                          (2.204) 

 
где ck  - коэффициент переноса массы, ρ∞  - плотность газа, mB  - 
массовое число Спалдинга, определяемое по формуле 

 

                                                , ,

,1
i s i

m
i s

Y Y
B

Y
∞−

=
−

,                                (2.205) 

 
где ,i sY  - массовая доля пара у поверхности капли, а ,iY ∞  - массовая 
доля пара в газе. Кипение капли моделируется при температуре 
капли выше температуры кипения 
 
                                                    p bpT T> .                                       (2.206) 
 
В этом случае можно применить уравнение для скорости кипения 
[113] 
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( ) ( ) ( ),

,

4 1 0 / 23 Re ln 1p p p
d

p p p fg

d d c T Tk
dt c d hρ

∞ ∞∞

∞

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.     (2.207) 

 
В табл. 2.7 сведены сравнительные аспекты моделирования 

двухфазных течений методами Эйлера-Эйлера и Эйлера-Лагранжа. 
 
 

Эйлер-Эйлер Эйлер-Лагранж 
Интегральная информация о 
фазах. 

Полная информация об 
отдельных частицах и их 
распределении. 

Применимо для нескольких 
компонентов фаз. 

Более детальная информация о 
межфазовом тепло-массообмене.

Относительно невысокие 
требования к компьютерным 
ресурсам. 

Более высокие требования к 
вычислительной мощности. 

 
Табл. 2.7. Характеристики методов моделирования двухфазных 

течений. 
 
2.4.10. Моделирование горения 
 
Как уже было отмечено в предыдущих главах, описание 

турбулентных процессов до сих пор представляется не полностью 
решенной задачей. Моделирование же турбулентного горения 
является еще более сложной задачей. Одной из основных проблем 
представляется также описание взаимосвязи турбулентных и 
химических процессов.  

Для характеристики турбулентного горения часто используют 
число Дамколера 

 

                                          
c

tDa
t
τ= ,                                        (2.208) 

 
где ct - характерное время реакции, т.е. времени необходимого для 
перехода окислителя и топлива в продукты сгорания, tτ - 
характерный временной масштаб турбулентности, т.е. время 
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нахождения объема жидкости в определенной точке пространства. 
Число Дамколера показывает влияние турбулентной и химической 
составляющих на процесс горения. При числах Дамколера 0Da →  
доминирующим являются химические реакции, при Da →∞ , 
ограничивающим является процессы турбулентного смешения.  
Другим важным параметром для характеристики процессов 
горения является число Карловитца. Число Карловитца 
характеризует отношение химического ct  и колмогоровского kt  
масштабов времени  
 

                                                   c

k

tKa
t

= ,                                       (2.209) 

 
При числах 1Ka�  химические процессы происходят быстрее, чем 
турбулентные. Еще одним, часто используемым параметром, 
является число Льюиса для специи, определяемое как 
 

                                          th
k

p k k

DLe
C D D
λ

ρ
= = ,                             (2.210) 

 

где th
p

D
C
λ
ρ

= - тепловой коэффициент диффузии. Число Льюиса 

показывает отношение тепловой скорости диффузии к скорости 
диффузии специи k . Во многих моделях горения тепловая скорость 
и скорость диффузии для всех специй принимаются одинаковыми, 
т.е. 1kLe = . В зависимости от режима горения (доминирование 
химии или турбулентности) и от вида горения (диффузионное, 
кинетическое или частично предварительно смешанное) модели 
горения можно квалифицировать в соответствии с их применением 
(табл. 2.8). 
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 диффузионное предварительно-
смешанное 

частично 
предварительно-
смешанное  

решение транспортных уравнений для каждой специи бесконечно 
быстрая по 
скорости 
химия 

предположение 
о смешиваемой 
доли (mixture 
fraction 
assumption) 

предположение 
о прогрессивной 
реакционной 
переменной 
(progress reaction 
variable) 

комбинированное 
использование 
методов для 
диффузионного и 
кинетического 
горения 

 
ограничен.
по 
скорости 
химия 

предположение 
о смешиваемой 
доли с 
дискретными 
ламинарными 
фронтами 
пламени 
(flamelet + 
mixture fraction 
assumption) 

предположение 
об условной 
прогрессивной 
реакционной 
переменной 
CPVA 
(Conditioned 
Progress Variable 
Approach), 
существенные 
малоразмерные 
множества 
ILDM (Intrinsic 
Low Dimensional 
Manifolds) 
 

комбинированное 
использование 
методов для 
диффузионного и 
кинетического 
горения с учетом 
огран. по 
скорости химии 

медленная 
по 
скорости 
химия  

 композиционная PDF модель (composition PDF) 

 
Табл. 2.8. Стратегии моделирования процессов горения. 

 
 Решение транспортных уравнений для специй 
 

При данном предположении решаются уравнения для каждой 
специи i′: 
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                          ( ) ( ) ,i i i i i i i
i i

m u m J R S
t x x
ρ ρ′ ′ ′ ′ ′

∂ ∂ ∂
+ = + +

∂ ∂ ∂
,          (2.211) 

 
где ,i mD ′  коэффициент диффузии, iR ′  скорость образования или 
распада специи, iS  - источниковый член. Диффузионный перенос 

,i iJ ′  обычно моделируется, используя градиентное предположение, 

как и для уравнения переноса скаляра, т.е. , ,
t

i i i m
i

mJ D
Sch x
μρ′ ′

∂⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
. 

Транспортное уравнение для специй (2.211) необходимо решить 
для 1N −  специй, где N  общее количество химических 
компонентов в системе. Ниже приведены наиболее часто 
используемые методы для нахождения  скорости образования или 
образования специи iR . 

Наиболее простой способ определить член iR  - пренебречь 
турбулентными флуктуациями, т. е. использовать уравнение 
Аррениуса (1.50), справедливое для ламинарного горения. Такой 
подход дает неточные результаты для турбулентного горения 
вследствии нелинейности уравнения (2.37), но может иногда 
применяться для относительно медленного горения с небольшими 
турбулентными флуктуациями.  

Более точная и широко используемая в настоящее время 
модель, предложенная Магнуссеном и Хъяртагером [101], 
базируется на предположении о вихревой диссипации (Eddy 
Dissipation). Модель вихревой диссипации устанавливает связь 
между скоростью реакции и скоростью диссипации вихрей 
реагентов и продуктов горения. В этой модели скорость реакции 

,i kR ′  находится из лимитирующего значения двух уравнений 
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где rm  представляет собой массовую долю каждой специи,  rm  
массовую долю части реактантов, а 4.0A =  и 0.5B =  
эмпирическими константами.  

Более точным является подход базирующиеся на концепции 
вихревой диссипации EDC (Eddy Dissipation Concept). Эта 
концепция предполагает, что реакция происходит в мелких 
турбулентных структурах.  Характерный масштаб доли мелких 
структур моделируется как  

 

                                    
3

4
*

2C
kξ
νεξ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                                  (2.214) 

 
где *  обозначает свойства мелких структур,  Cξ  объемная долевая 
константа равная 2.1377. Соответственно характерный объем доли 
определяется как *3ξ . 

 Время реагирования специй в мелких структурах 
предполагается равным 

  

                                            
1

2
* Cτ

ντ
ε
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,                                (2.215) 

 
где Cτ  константа масштаба времени равная 0.4082. 

Значение iR  в уравнении (2.211) моделируется как 
 

                        
( )
( )

( )
2*

*
3* *1

i i iR Y Y
ρ ξ

τ ξ
= −

⎡ ⎤−
⎣ ⎦

,                      (2.216) 

 
где *

iY  мелкомасштабные массовые доли специй после времени 
реакции *τ . 

Используя концепцию вихревой вязкости возможно 
интегрировать детальную химию для описания процессов горения, 
например, пакет Кемкин, что повышает точность химической 
составляющей, но увеличивает время вычислений. 
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 Решение транспортных уравнений для специй, возможно, 
применять для различных видов горения (диффузионного, 
предварительно-смешанного, частично предварительно-
смешанного). 

 
Диффузионное горение. Решение уравнения для 

смешиваемой доли. 
 

Как уже упоминалось в главе 1.3, структуру диффузионного 
горения можно описать уравнением сохранения пассивного скаляра 
для смешиваемой доли (mixture fraction). При чистом 
диффузионном горении число Дамколера Da →∞ , таким образом, 
процессы турбулентного смешения ограничивают скорость 
горения. Осредненное по Фавру уравнение для переноса 
пассивного скаляра при турбулентном горении записывается в 
следующем виде: 

 

                   ki
j

i i i

u D u S
t x x x

ρ ξρξ ξρ ρ ξ
⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂ ′′ ′′+ = − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

�� �
,         (2.217) 

 
где ξ  - смешиваемая доля, S  - источниковый член. 

Уравнение содержит неизвестные корреляции, турбулентный 
поток k

juρ ξ′′ ′′  моделирование которого рассматривалось в главе 
2.3.7. Предполагая химическое равновесие, структура 
диффузионного пламени представляется через определение 
смешиваемой доли. Однако, в отличие от ламинарного 
диффузионного горения, турбулентное диффузионное горение не 
может представляться только значениями осредненных долей в 
виде ( )k kY Y ξ= �� �  и ( )k kT T ξ= �� �  вследствии появления флуктуаций 
смешиваемых долей. Проблема нахождения вышеприведенных 
зависимостей, как уже упоминалось, получило название как 
взаимосвязь химии и турбулентности (chemistry turbulent 
interaction). 

Значение переменной kY  может быть найдено из PDF 
интеграции, решение которой возможно нахождением формы PDF 
ξ  
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                                  ( ) ( )
1

0
k kY Y P dξ ξ ξ= ∫ � ,                            (2.218) 

 
здесь для PDF функции ( )P ξ�  использована форма β - функции, 
записываемой как 
 

                                 i ( ) ( )

( )

11

1
11

0

1

1
P

d

βα

βα

ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ

−−

−−

−
=

−∫
.                           (2.219) 

 

Для определения параметров i
i i( )
i 2

1
1
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 необходимо решить дополнительные 

уравнения для осредненной величины iϕ  и вариаций i
2

ϕ′′ . Таким 
образом, к значению смешиваемой доли ξ�  требуется добавить его 
вариации 2ξ ′′� . Используя уравнение (2.217), транспортное 
уравнение для вариаций может быть записано 
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           (2.220) 

 
Уравнение (2.220) содержит больше неизвестных переменных, 

чем уравнение (2.217). Дополнительно к турбулентному потоку 
k

juρ ξ′′ ′′  появляются тройные корреляции k2
juρ ξ′′ ′′  и скорость 

диссипации скаляра 
j jx x

ξ ξ′′ ′′∂ ∂
∂ ∂

. Наиболее простой способ 

моделирования этих членов - использование градиентного 
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предположения, также как и при моделировании процессов 
теплообмена и смешения (глава 2.4.8) для члена потока скаляра. В 
этом случае поток скаляра записывается как [102] 

 

                                      k t
j

i

u
xψ

μ ξρ ξ
σ

∂′′ ′′ =
∂

�
.                               (2.221) 

 
Тройные корреляции записываются аналогичным способом 

 

                                 k 2
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u
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Член диссипации моделируется по следующей формуле [102] 

 

                                  22 2
j jSc x x k

μ ξ ξ ερ ξ
′′ ′′∂ ∂ ′′=

∂ ∂
� .                      (2.223) 

 
Для описания химии диффузионного горения используют ряд 

предоположений, рассмотренные ниже. 
Предположение о «листовом» характере пламени (Flame Sheet 

Approximation), которое предполагает, что химическая реакция 
бесконечно быстрая и необратимая, топливо и оксидант не 
существуют вместе и реакция проходит в один шаг (рис. 2.3). Такое 
описание не требует вычисления скорости реакции или 
информации о химическом равновесии, вследствии этого такой 
подход обладает быстрым решением. Однако при таком упрощении 
описании реакции невозможно предсказать промежуточные 
образования специй или диссоционные эффекты. Часто результаты, 
базирующиеся на этой модели, показывают значительное 
превышение максимальной температуры.  
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Рис. 2.3. Предположение о «листовом» пламени. 
 
Другой более употребительный способ использовать 

предположение о химическом равновесии (Equilibrium Assumption). 
В этом случае предполагается, что химия достаточно быстра для 
химического равновесия на молекулярном уровне (рис. 2.4).  

 

 
 

Рис. 2.4. Предположение о химическом равновесии.  
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Данный алгоритм базируется на минимализации свободной 
энергии Гиббса для получения молярной доли из массовой доли. 
На рис. 2.5 графически показана сгенерированная таблица 
зависимости плотности от смешиваемой доли кислорода и его 
вариаций при горении водород-кислород.   

 

Рис. 2.5. Графическое изображение зависимости плотности от  
смешиваемой доли кислорода и ее вариаций. 

 
Равновесная модель хорошо предсказывает образование 

промежуточных специй и не требует детальной информации о 
химической кинетике горения. Недостатком же этого метода 
является неточное предсказание образование продуктов горения в 
медленных реакциях. 

Для описания диффузионного горения, где скорость реакций 
относительно ограничена, используют неравновесное 
предположение, например, ламинарные фронты пламени (flamelet). 
В этом случае турбулентный фронт представляется как 
совокупность дискретных стационарных ламинарных фронтов  
(flamelet). Наряду со стационарными ламинарными фронтами 
иногда применяют нестационарные ламинарные фронты [156]. 
Предполагается, что индивидуальные ламинарные фронты имеют 
аналогичную структуру, как и ламинарный фронт в простых 
конфигурациях. Обычно для моделирования химических процессов 
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ламинарного фронта используют ламинарное оппозитное 
диффузионное горение [156] с детальной химией (рис. 2.6). 

 

 
 

Рис. 2.6. Использование оппозитного горения для модели 
ламинарных фронтов.  

 
 Далее полученный ламинарный фронт встраивается в 

турбулентное горение, используя вероятностную функцию PDF. 
Преимуществом метода ламинарных фронтов является более 
реалистичное представление химических кинетических эффектов. 
Однако использование предположения о ламинарных фронтах 
ограничено относительно быстрой химией, такие «медленные» 
процессы, как воспламение или образование NOx предсказываются 
неточно и требуют дополнительного моделирования. Кроме метода 
ламинарных фронтов для более точного описания неравновесных 
эффектов используют также частично равновесное или богато-
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ограниченное предположение, но более правильным является 
предположение о полной неравновесности.  

Ниже приведен алгоритм расчета метода ламинарных фронтов 
с использованием ламинарного оппозитного диффузионного 
горения [156]. Оппозитное горение может быть описано двумя 
параметрами: смешиваемой долей и скоростью растяжений или 
диссипацией скаляра. Определение смешиваемой доли было 
приведено ранее. 

Характерная скорость растяжений (strain rate) sa  определяется 
как [156] 

 

                                           
2s
Ua
d

= ,                                      (2.224) 

 
где U  скорость топлива и окислителя, d  дистанция между 
отверстиями. Вместо использования скорости растяжений (strain 
rate) для характеристики неравновесности можно использовать 
диссипацию скаляра (scalar dissipation), определяемой как [156] 

 
                                       22Dχ ξ= ∇ ,                                   (2.225) 

 
где D  коэффициент диффузии. Можно записать отношение между 
скоростью растяжения sa  для оппозитного ламинарного 
диффузионного горения и диссипации скаляра stχ в месте, где 
наблюдается стехиометрическая смешиваемая доля stξ  [156] 
 

                                    
( )( )21exp 2 2s st

st

a erfc ξ
χ

π

−⎡ ⎤− ⎣ ⎦
= ,                (2.226) 

 

где stξ  стехиометрическая смешиваемая доля, erfc  дополнительная 
поправочная функция. Для адиабатной системы массовую долю 
специй и температуру в методе ламинарных фронтов можно 
параметризировать через ξ  и stχ  и определить через PDF как [156] 

                                     ( ) ( ), ,st st stp d dφ φ ξ χ ξ χ ξ χ= ∫∫ ,                (2.227) 
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где φ  представляет собой массовую долю специи или температуру. 
Для генерации ламинарных фронтов используется уравнение 

для ламинарного оппозитного диффузионного горения, 
преобразованное из физического пространства в пространство 
смешиваемой доли [156] 
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здесь N  уравнений решается для массовых долей специй iY  и 
одного уравнения для энтальпии (уравнение энергии или 
температуры) 
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Решая уравнения (2.226), (2.228) и (2.229) можно получить таблицы 
для смешиваемых долей и их вариаций.  
  

Предварительно-смешанное горение (кинетическое) 
 
Моделирование турбулентного предварительно-смешанного 

горения представляет более сложную задачу, чем моделирование 
диффузионного горения. В большинстве случаев кинетическое 
горение проходит в тонкой области – фронте пламени. Модели 
кинетического горения предполагают, что реакционное поле 
разделено на два региона: продукты сгорания и реагенты, 
разделенные фронтом пламени. Для описания такого типа обычно 
решается скалярное уравнение для переменной, локализующей 
фронт пламени c  (progress variable): 

                        

                    ( ) ( ) ( )j j c
j j

c u c c u
t x x
ρ ρ ρ ω∂ ∂ ∂ ′′ ′′+ = − +

∂ ∂ ∂
�� � � ,        (2.230)  

 
где jc u′′ ′′ - корреляции скорости и скаляра, а cω�  скорость реакции, 
требующие моделирования. 
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Прогрессивная переменная c  может представлять собой функцию 
от плотности, температуры или концентрации. Например, как 
функция от температуры 
 

                                                u

b u

T Tc
T T
−

=
−

,                                      (2.231) 

 
здесь uT , bT  температуры несгоревшей и сгоревшей части или как 
функция от массовых долей 
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n - количество продуктов, iY  - массовая доля специи i , ,i adY - 
массовая доля специи i  после полного адиабатического горения. 
Полагаясь на этом определении, 0c =  обозначает несгоревшие 
доли, 1c =  сгоревшие доли. 
 Для нахождения члена корреляций скорости и скаляра jc u′′ ′′  
можно использовать градиентное предположение, как и в 
уравнение для скаляра или решить транспортное уравнение 
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          (2.233) 

 
Ниже приведены некоторые способы моделирования членов этого 
уравнения. Турбулентный перенос обычно моделируется, 
базируясь на изотропном предположении [102] 
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Член S

jcφ  определяют как сумму 
 
                                               S CD A

jc jc jcφ φ φ= + ,                                  (2.235) 
 
где первый член можно найти, как в простейшей модели Лаундера 
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или как в модели Джонсона [81] 
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а второй член можно определить  как в модели Линдстеда [100] 
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Диссипативный член и химическую корреляцию обычно 
моделируют вместе [102] 
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В табл. 2.9 приведены модельные константы. 
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Модель 
1
SC  2

SC  3
SC  4

SC  
SAC  

LS 3.0  0.33 0 0 0.3−  
J 

( )
3.0

1 3.0 II+
0.12 1.09  0.51 0.3−  

 
Табл. 2.9. Модельные константы для уравнения переноса 

корреляций скорости и скаляра. 
 
Скорость реакции cω�  можно смоделировать, как и в [102] 
следующим уравнением 
 

                                 ( )0 1 1c R u L
k

C s c c
k V
εω ρ= −� � � ,                              (2.240) 

где 2.6RC =  эмпирическая константа, ( )
1

4
kV εν=  колмогоровская 

скорость, а 0
Ls  ламинарная скорость горения. 

Ниже, как пример, приведены осредненные по Фавру уравнения 
к ε−  модели с BML моделью горения [53]: 

 

    
( ) k

k
,

i t
i i j

i j j k j

i
u i

uk k ku k u u
t x x x x

pu c
x

μρ ρ ρ ε μ
σ

ρτ
ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂ ∂′′ ′′+ = − − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∂′′ ′′−
∂

��
   (2.241)                 

            
( ) k

k

2

1 2

3

i t
i i j

i j j j

i
j

uu c u u c
t x k x k x x

pc u c
k x

ε ε
ε

ε

μρε ε ε ερ ε ρ μ
σ

ετ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂ ∂′′ ′′+ = − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∂′′ ′′−
∂

��
.   (2.242)  

           
Последние члены уравнений (2.241) и (2.242) являются 
добавочными членами BML модели. Дополнительная константа 3cε  
принимается обычно равной 1.44 .  
Модель рейнольдсовых напряжений для горения (BML) записывает 
следующим образом                                



 131

               

k k( ) k

k k k k

2

.

k i ji j i j
S

k k k

j jRi
i k j k ij j ik

k k u i j

u u uu u u ukC
t x x x

u pu pu u u u u c u c
x x x x

ρρ
ρ
ε

ρρ φ τ ρε
ρ

′′ ′′∂ ⎛ ⎞′′ ′′ ′′ ′′∂ ∂∂
+ = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�

� �
 (2.243) 

 
Подробно моделирование дополнительных членов в двух 
последних моделях рассмотрено в  [115], [158], [162]. 
Для моделирования предварительно-смешанного горения можно 
использовать G уравнение (G equation) [131].  В этой модели также 
решается скалярное уравнение для фронта пламени, однако, G- 
уравнение действительно только в узкой зоне фронта пламени. 
Более подробно моделирование G уравнения описано в [131]. 
 При предварительно-смешанном горении, в котором 
кинетические эффекты играют доминирующую роль, используют 
предположение об условной прогрессивной переменной (CPVA) 
или существенные малоразмерные множества (ILDM). В первом 
случае вводится вероятностная функция для прогрессивной 
реакционной переменной, во втором случае из множества реакций  
выделяются наиболее важные реакции [102]. Иногда CPVA и ILDM 
применяют вместе.  

 
 Частично смешанное горение 

 
При частично смешанном горении обычно используются 

комбинированные модели на базе моделей для диффузионного и 
кинетического горения. Прогрессивная переменная ( )0c =  
определяет положение фронта пламени. За фронтом пламени ( 1c = ) 
используется модель диффузионного горения. Перед фронтом 
используются массовые доли, температура и плотности, найденные 
из уравнения для несгоревших смешиваемых долей 0c = . В 
области 0 1c< <  используют линейную комбинацию сгоревшей и 
несгоревшей долей.  Другими словами решаются параллельно 
уравнения для прогрессивной переменной и уравнения для 
смешиваемых долей ξ  и 2ξ ′ .  
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Уравнение для PDF записывается как 
 

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1b uc p d c p dφ φ ξ ξ ξ φ ξ ξ ξ= + −∫ ∫ .      (2.244)  

 
Двухфазное горение 
 
Рассмотренная ранее концепция смешиваемых долей для 

описания диффузионного горения используется  и для описания 
двухфазного горения. Иногда горение газов называют гомогенным 
горением, а горение жидкость-газ или твердое вещество-газ – 
гетерогенным. Для более эффективного горения жидких или 
твердых топлив в индустрии обычно применяют распыление 
мелких частиц или капель. Для моделирования таких случаев 
можно использовать метод Лагранжа для описания движения 
частиц (гл. 2.4.9) и учитывать фазовый переход. Для твердых 
частиц дополнительно необходимо учитывать процесс образования 
летучих веществ и поверхностное горение [49]. 

Процесс образования летучих веществ происходит при 
температуре твердой частицы выше температуры выхода летучих 
веществ 
 
                                               p outT T≥ .                                           (2.245) 
 
Например, температура выхода для бурых углей составляет 690 К-
710 К, для антрацита 1050 К-1070 К. Наиболее простой способ 
принять скорость образования летучих веществ постоянной. 
Собственно скорость образования летучего вещества 0A  
выражается следующей функцией: 
 

                                   
( )0

,0 ,0 ,0

1
1

p

v w p

dm
A const

dtf f m
= − =

−
,         (2.246) 

 
где ,0wf  - массовая доля испаряющего вещества. Существует ряд 
моделей более точно описывающих образование летучих веществ 
[91]. После полного выделения летучих веществ для частиц, 
например угля, начинается процесс поверхностного горения 
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                             ( )( ),0 ,0 ,01 1p v w pm f f m< − −                            (2.247) 
 
и происходит до момента, когда горючая твердая часть combf  
полностью сгорает 
 
                              ( )( ),0 ,0 ,01 1p v comb w pm f f f m< − − − .                   (2.248) 
 
Реакцию поверхностного горения упрощенно для угля можно 
описать одношаговой реакцией 
 
                         ( )bуголь S кислород продукты+ → ,                    (2.249) 
 
где bS - коэффициент стехиометрии.  

 
Образование вредных выбросов 
 
Расчет вредных выбросов при горении одна из важных задач. 

К вредным выбросам относят несгоревшие углеводороды (сажа), 
окись углерода ( CO , угарный газ), оксиды серы ( xSO ), оксиды 
азота ( xNO ) и т.д. В мире существуют различные стандарты, 
ограничивающие выбросы вредных веществ. Например, 
европейский стандарт для легковых автомобилей Евро-4 
вступивший в силу в 2005 году ограничивает выбросы для CO  0.5 
граммами на километр, xNO  - 0.25 г км . Кроме приведенной выше 
размерности для учета выбросов используют грамм на кубометр 
( 3
г
м ) и миллионная доля - ppm . Современные стационарные ГТД 

обеспечивают выбросы в пределах 25 ppm  для xNO  и 50 ppm  для 
CO . 

Количество угарного газа CO  обычно получают прямым 
метод из моделирования химических реакций, например, для 
горения метана можно использовать двухшаговую реакцию 

 
                       4 2 21.5 2CH O CO H O+ ⇒ + ,                          (2.250) 
                               2 20.5CO O CO+ ⇔ .                                (2.251) 

или четырехшаговую 
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                                4 2 20.5 2CH O CO H+ ⇒ + ,                             (2.252) 
                                  4 2 23CH H O CO H+ ⇒ + ,                             (2.253) 
                                            2 2 20.5H O H O+ ⇔ ,                           (2.254) 
                                       2 2 2CO H O CO H+ ⇔ + .                          (2.255) 
 
Под xNO обычно подразумевают оксид азота NO , диоксид азота 

2NO  и оксид диазота 2N O . Сушествует ряд механизмов 
описывающх образование xNO : термический механизм Зельдовича, 
быстрый механизм Фенимора, механизм взаимодействия 2N O  с 
кислородом, образование из топлива. Для первых двух механизмов 
решается транспортное уравнение для NO  
 

( ) NO NO
NO i NO

i i i

Y YY u D S
t x x x
ρ ρ ρ

⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂
+ = +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

      (2.256) 

 
где NOS  источниковый член, описывающий образовние xNO  
вышеприведенными механизмами. Для более точного расчета 
могут использоваться аналогичные уравнения для специй, 
образующихся между конечными реакциями HCN , 3NH , 2N O . 
Термический механизм Зельдовича описывается 3-мя реакциями: 
 
                                      1

1
2

k

k
O N N NO

−

⎯⎯→+ +←⎯⎯ ,                             (2.257) 

                                      2

2
2

k

k
N O O NO

−

⎯⎯→+ +←⎯⎯ ,                             (2.258) 

                                      3

3

k

k
N OH H NO

−

⎯⎯→+ +←⎯⎯ .                          (2.259) 

 
где константы определяются как 
 

                                    8
1

383701.8 10 expk
T

−⎛ ⎞= × ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                        (2.260) 

                                    7
1

4253.8 10 expk
T−

−⎛ ⎞= × ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                          (2.261) 
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                                     4
2

46801.8 10 expk
T

−⎛ ⎞= × ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                        (2.262) 

                                3
2

208203.8 10 expk T
T−

−⎛ ⎞= × ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                       (2.263) 

                                      7
3

4507.1 10 expk
T

−⎛ ⎞= × ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                         (2.264) 

                                    8
3

245601.7 10 expk
T−

−⎛ ⎞= × ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                      (2.265) 

 
Коэффициенты 1k , 2k , 3k  для прямых реакций и 1k− , 2k− , 3k−  
соответственно для обратных. Таким образом, образование NO  по 
тепловому механизму Зельдовича 
 

                 
[ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]

[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]
1 2 2 2 3

1 2 3

d NO
k O N k N O k N OH

dt
k NO N k NO O k NO H

= + +

− − −
  (2.266) 

 
и источниковый член в уравнении (2.256) 
 

                                       [ ]
,term NO NO

d NO
S M

dt
= ,                             (2.267) 

 
где NOM  молекулярный вес NO . 
Быстрый механизм образования xNO  был впервые описан 
Фенимором. Такой механизм проходит при «низкой» температуре, 
богатой смеси и маленьком времени нахождения в зоне горения. 
Полный механизм представляетс собой множество реакций, но 
основной вклад вносят следующие реакции 
 
                                 2CH N HCN N+ +R ,                                 (2.268) 
                                     2 2N O NO O+ +R ,                                  (2.269) 
                                 2HCN OH CN H O+ +R ,                            (2.270) 
                                    2CN O NO CO+ +R .                                (2.271) 
 



 136

Энергия активации первой реакции около 75 кдЖ/м, для сравнения 
для термического механизма - 318 кДж/м, поэтому быстрое 
образование NO  происходит при относительно низкой температуре 
(около 1000 К). 
 Топлива, содержащие азот при горении, также вносят вклад в 
образование xNO . В зависимости от топлива, различаются и 
механизмы образования. 
 

2.4.11 Моделирование излучения 
 
При расчетах турбулентных течений с горением или 

процессов, проходящих при высокой температуре, немаловажен 
учет энергии излучения, который может составлять значительную 
часть от общего потока энергии. Так, в некоторых случаях 
тепломассообмена, излучение может играть основную роль в 
переносе тепловой энергии, например, в инфракрасных горелках. В 
камере сгорания газотурбинных двигателей также важно учитывать 
излучение «активных» продуктов сгорания: сажи, CO , 2CO  и т. д. 
Таким образом, учет излучения является важной составляющей 
моделирования турбулентных течений с теплообменом и горением. 
Трудность описания переноса за счет излучения заключается в том, 
что распространение излучения нельзя представить в виде одного 
вектора, как в случае «обычного» теплообмена. Необходимо знать 
величину излучения во всех направлениях, так как потоки 
излучения независимы. Для характеристики излучения используют 
спектральную интенсивность излучения Iλ , которую можно 
записать как функцию от ix - координаты в пространстве, Ω  - угла 
распространения излучения и λ  длины волны излучения:  

 
                                         ( ), ,iI f xλ λ= Ω .                            (2.272) 
 

В зависимости от выбора вышеприведенных переменных, 
моделирование излучения можно разделить на три направления 
(табл. 2.10) [131]. 
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 Метод Характеристика  Модели  
ix  пространственный локальное 

распределение 
излучения 

метод 
контрольных 
объемов 

Ω  угловой  связывание 
геометрии и углов 
излучения 

сферические 
гармоники, nSP , 
дискретных 
ординат, модели 
потоков 

λ  спектральный  спектральные 
характеристики 
компонентов 
смеси и материала 
стенки  

спектральные 
модели 

 
Табл. 2.10. Методы моделирования излучения [131]. 

 
Традиционно моделирование излучения заключается в 

приближенном решении транспортного уравнения для переноса 
тепла за счет излучения, из которого можно  получить величину 
интенсивности излучения, т.е. член, который входит в уравнение 
переноса энергии (2.30), также дополнительно можно получить 
спектр излучения и другие характеристики излучения. 
Транспортное уравнение для интенсивности излучения Iλ  вдоль 
криволинейной координаты S  в общем виде записывается как 

 

N N ( ) ( ) ( ) ( )
4

,
,

04
s

s
I II III

IV

dI I I B T P I d
ds

π
λλ

λ λ λ λ λ λ λ λ

σ
κ σ κ

π
′′ ′′ ′′= − − + + Ω Ω Ω∫
G G G

��	�

������	�����


.    (2.273) 

 
Первый член оценивает ослабление интенсивности излучения 
вследствии поглощения средой, а λκ  коэффициент поглощения. 
Второй член представляет собой рассеивание излучения в 
наблюдаемом направлении, а ,s λσ  коэффициент рассеивания в этом 
направлении, зависящий также от среды и длины волны. Третий 
член описывает возрастание интенсивности излучения за счет 
эмиссии среды, а ( )B Tλ  интенсивность излучения абсолютно 
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черного тела в вакууме. Четвертый член описывает увеличение 
интенсивности излучения за счет поглощения излучения, где Pλ  
функция рассеивания, описывающая какая часть интенсивности 
излучения  Iλ  рассеивается в направлении ′′Ω

G
. На рис. 2.7 показана 

схема излучения. 
 

 
 
Рис. 2.7. Схема механизма излучения, описываемого транспортным 

уравнением.  
 

Прямое решение уравнения  (2.273) требует значительных 
компьютерных ресурсов, поэтому при моделировании используют 
приближенные решения.  

 
Модель Росселанда 
 
В приближении Росселанда [125] предполагается, что среда 

оптически толстая, т.е. средняя длина свободного пробега фотона 
мала по сравнению с ее характерным размером. Это приближение 
часто называют приближением оптически толстого слоя или иногда 
диффузионным приближением, так как в уравнение для переноса 
тепла добавляется диффузионный член, зависящий от температуры. 

Тепловой поток за счет излучения можно записывается как 
[125] 

 
                                          r rq k T= − ∇ .                                  (2.274) 
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Подробный вывод выражения (2.274), называемого 
собственно приближением Росселанда из уравнения 
интенсивности, приведен в [112], [125]. 

Коэффициент лучистой теплопроводности rk  находится по 
формуле 

 

                                         
2 316

3
s

r
R

n Tk σ
β

= ,                              (2.275) 

 
где n  показатель преломления, sσ  константа Стефана-Больцмана, 

Rβ  средний по Росселанду коэффициент ослабления. В 
пристеночной зоне предположение Росселанда неверно. Для этого 
используют специальные условия, приведенные в разделе 2.3.11. 
Модель Росселанда отличается простотой и не требует высоких 
компьютерных ресурсов, однако, она непременима для расчета 
спектральных характеристик и не учитывает анизотропность 
излучения. Ниже приведен ряд nSP - моделей (Simplified nP  Model), 
имеющихся в Fastest-3D. 

 
nSP  модели 

 
Основой nSP  моделей является метод сферических гармоник, 

строящейся на зависимости интенсивности излучения от угла [131]: 
 

                     ( ) ( ) ( )
1

, , ,
N l

m m
l l

n m l

I x x t Yλ ϕ λ
+

= =−

Ω = ⋅ Ω∑∑
G GG G ,              (2.276) 

 
где  n  порядок сферической функции с ...m l l= − . Функция m

lY  
математически может быть определена как полином Лежандра 
[131]. На рис. 2.8 данная функция показана в геометрическом виде. 
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Рис. 2.8. Функции сферических гармоник 1-го и 2-го порядков.  
 

При ограничении порядка n N=  получается nP  система. 
Преимущество данного метода, заключается в том, что  при 
приближении 1P  моделирование излучение представляется одним 
уравнением переноса без величин, зависящих от направления 
излучения. Для более точного моделирования можно использовать 
приближения более высокого порядка, при этом количество 
уравнений пропорционально ( )21N + . Для уменьшения количества 
уравнения часто используют упрощенные nSP  модели, в которых 
одномерную систему формально распространяют на многомерные 
случаи. Для одномерной геометрии уравнение для интенсивности 
переноса излучения записывается как 

 

                       ( ) ( )
1

12
s

sI I I d Bσμ κ σ μ μ κ
+

−

∇ + + = +∫ .           (2.277) 

 
Угловая зависимость лимитируется как [ ]1; 1μ − + , где cosμ = Θ , а 

n πΘ = ⋅  - угол между нормалью к наблюдаемой поверхности и 
направлением излучения. В этом случае полином Лежандра можно 
записать как 

 
                               ( )0 1P μ = , ( )1P μ μ= ,                   (2.278-2.279) 

                    ( ) ( ) ( )1 1 1
2 1

1 1l l
l lP P P

l l
μ μ μ μ+ −

+
= −

+ +
.              (2.280) 
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При ( )
1

2

1

2
2 1lP d

l
μ μ

+

−

=
+∫  интенсивность излучения (2.276) 

записывается как 
 

                                  ( ) ( ) ( )
0

2 1,
2

N

l n
l

lI x x Pμ ϕ μ
=

+
=∑ .                    (2.281) 

 
Реккурентная форма полинома Лежандра представленная для  lμ  
записывается следующим образом 
 

          ( ) ( )1 0 1 1 1
1

1 1 11 1
2 2 2

N

l l l N N
l

l P l l P N Pμ ϕ ϕ ϕ ϕ− + +
=

= + + + + +∑ .      (2.282) 

 
Подставляя (2.281) в (2.277), складывая с 0... Nϕ ϕ  и интегрируя по μ  
можно получить NP  систему уравнений [131]. Принимая 1N =  
можно получить 1P  решение  
 

                                 
( )

0
0

1 2
3 s

B
x x

ϕ κϕ κ
κ σ

⎛ ⎞∂ ∂
− + =⎜ ⎟∂ + ∂⎝ ⎠

.              (2.283) 

 
Уравнение переноса тепла для 1SP  модели записывается 
следующим образом  

 

 
( ) ( )

1
3i i p i i i

h uh h d
t x x c x x k xνν

ρ ρ λ ϕ ν
ρ

∞∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

∫
� � ��

,       (2.284) 

 
где λ  теплопроводность, pc  удельная теплоемкость, а интегральная 
функция - источниковый член, оценивающий перенос тепла за счет 
излучения. 

Перенос тепла за счет излучения для каждой частоты 
находится как 

 

                ( )1 4
3i i

k k B
x k x ν ν

ν

ϕ ϕ π
⎛ ⎞∂ ∂

− + =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
.                   (2.285) 
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Уравнение переноса тепла для 3SP  модели записывается 
следующим образом  
  

          

( ) ( )

( )
1

1 1 2 2

i i p i

i i

h uh h
t x x c x

a a
d

x k xνν

ρ ρ λ
ρ

ϕ ϕ ϕ
ν

∞

∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂
+ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂ +⎛ ⎞∂
+ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫

� � ��

.           (2.286) 

 
Перенос тепла за счет излучения для каждой частоты 

находится как 
 

              ( )2 1
1 1

1 4 ,
i i

k k B T
x k x ν ν

ν

ϕμ ϕ π ν
⎛ ⎞∂ ∂

− + =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
.            (2.287) 

                   ( )2 2
2 2

1 4 ,
i i

k k B T
x k x ν ν

ν

ϕμ ϕ π ν
⎛ ⎞∂ ∂

− + =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
.            (2.288) 

 
Поток излучения ϕ  определяется как 
 

                                       2 1 1 2

2 1

γ ϕ γ ϕϕ
γ γ
+

=
−

.                               (2.289) 

 
Константы для 3SP  модели определяются как 
 

                            ( )1 55 1
30 6

n
na

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
,                             (2.290) 

                           ( )2 1 63 2 1
7 5

n
nμ

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
,                             (2.291) 

                             ( )5 63 3 1
7 5

n
nγ

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
.                            (2.292) 

 
Граничные условия 1SP  для ϕ  записываются как 
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                     ( )
( ) ( )2

1

1 3 2 4 ,
1 2 3 b

r
B T

r n
ϕϕ π ν

κ
+ ∂

+ =
− ∂

.                     (2.293)   

 
Для определения 1r  и 2r  используются следующие интегральные 
функции 

 

                                 ( )
1

1
0

rr dμρ μ μ= −∫ ,                                (2.294)   

                                 ( )
1

2
2

0
rr dμ ρ μ μ= −∫ ,                              (2.295) 

 
Параметр rρ  находится по следующей формуле 

 

                   ( )
( )

( )
( )

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

tan sin1
2 tan sinr

θ θ θ θ
ρ

θ θ θ θ
⎡ ⎤− −

= +⎢ ⎥+ +⎣ ⎦
.               (2.296) 

 
Граничные условия 3SP  для 1ϕ  и 2ϕ  записываются как 
 

                             ( )1
1 1 2 2 1

1 ,bB T
n
ϕα ϕ β ϕ η ν

κ
∂

+ = − +
∂

,                    (2.297) 

                              ( )2
2 2 1 1 2

1 ,bB T
n
ϕα ϕ β ϕ η ν

κ
∂

+ = − +
∂

,                  (2.298) 

 
где 

                           1 4 4 1
1

3 4 3 4

C D C Da
C D D C

−
=

−
, 3 2 2 3

2
3 4 3 4

C D C Da
C D D C

−
=

−
,       (2.299-2.300) 

                 3 2 1 3
1

3 4 3 4

C D C D
C D D C

β −
=

−
, 2 4 4 2

2
3 4 3 4

C D C D
C D D C

β −
=

−
,      (2.301-2.302) 

                  4 1 4 3
1

3 4 3 4

D C
C D D C

ρ ρη −
=

−
, 3 3 3 1

2
3 4 3 4

C D
C D D C
ρ ρη −

=
−

,       (2.303-2.304) 

              ( )1 0 2 1 2D B Bω γ= − , ( )2 0 1 1 2D B Bω γ= − + ,    (2.305-2.306) 
             ( )3 0 2 3 4D B Bω γ= − , ( )4 0 1 3 4D B Bω γ= − − ,    (2.307-2.308) 
               ( )1 0 2 1 2C A Aω γ= − , ( )2 0 1 1 2C A Aω γ= − + ,    (2.309-2.310) 
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               ( )3 0 2 3 4C A Aω γ= − , ( )4 0 1 3 4C A Aω γ= − − ,   (2.311-2.312) 

                       5
1

1 8
16

rB +
= − , ( )6

2

5 1 8
16

r
B

−
= − ,           (2.313-2.314) 

                        4
3

3
6
rB = , ( )4 4 7

3 1 7
14

B r r= + + ,            (2.315-2.316) 

                         1
1

1 2
4

rA −
= , ( )3

2

5 1 8
16

r
A

−
= ,               (2.317-2.318) 

                      2
3

1 3
6

rA −
= ,  ( )4 4 2

2 1 3
9

A r r= + + ,         (2.319-2.320) 

                                      0
7 6
36 5

ω = ,                                     (2.321) 

         ( )
1

2
2

0
rr dμ ρ μ μ= −∫ , ( ) ( )

1

4 3
0

rr P dμ μ ρ μ μ= −∫ , (2.322-2.323) 

     ( ) ( )
1

5 3
0

rr P dμ ρ μ μ= −∫ , ( ) ( ) ( )
1

6 2 3
0

rr P P dμ μ ρ μ μ= −∫ , (2.324-2.325) 

                                ( ) ( ) ( )
1

7 3 3
0

rr P P dμ μ ρ μ μ= −∫ ,                        (2.326) 

                                ( )1 11 2rρ π= − , 3 5
1 2
4

rρ π⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.         (2.327-2.328) 

 
Описание других моделей и методов можно найти в 

специализированной литературе [54], [70], [112], [116], [131], [174]. 
 
2.4.12 Моделирование пристеночных течений 

 
 Пристеночные функции 

 
Приведенные в предыдущих главах турбулентные модели 

пригодны для полностью развитых турбулентных течений. Однако, 
вблизи стенок местное турбулентное число Рейнольдса Ret  
является столь малым, что вязкие эффекты превалируют над 
турбулентными. Один из наиболее распространенных подходов к 
моделированию пристеночных течений связан с использованием 
метода пристеночных функций, который обладает двумя 
очевидными достоинствами: позволяет экономить вычислительные 
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ресурсы  и учитывать влияние различных факторов, в частности, 
шероховатости за счет введения эмпирических поправок. 

 

 
 

Рис. 2.9. Турбулентный профиль скорости в пристеночной зоне. 
 
Пристеночная область течения может быть разбита на три 

зоны (рис 2.9):  
1) вязкий подслой, в котором вязкие напряжения доминируют над 
рейнольдсовыми и имеет место линейная зависимость скорости 

потока от расстояния до стенки: u y+ += , где uu
uτ

+ = , u yy τ

ν
+ = , а 

wuτ
τ

ρ=  - динамическая скорость. 

2) буферный слой, где вязкие и рейнольдсовы напряжения имеют 
один порядок. Соединяя профили для вязкого подслоя и 
логарифмического слоя, приближенно получают 5 ln 3.05u y+ += ⋅ + . 
Часто буферным слоем пренебрегают, считая его частью вязкого 
подслоя. Объединенная зона лежит в диапазоне 0 11.63y+≤ ≤ . (рис. 
2.9)  
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3) в логарифмическом слое 11.63y+ ≥  рейнольдсовы напряжения 
значительно превышают вязкие, а профиль скорости может быть 
представлен в форме логарифмического закона 
 

                                             ( )1 lnu Ey B
к

+ +⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                       (2.329) 

 
где 0.41к ≈ - постоянная Кармана, Е - постоянная, определяющая 
степень шероховатости (для гладкой стены 8.8E = ), 5.0B ≈  - 
безразмерная константа. Описанные участки обычно объединяются 
в одну внутреннюю область, которая занимает порядка 20% 
толщины турбулентного пограничного слоя, и в котором 
генерируется около 80% всей энергии турбулентности. Одно из 
важных свойств внутренней области заключается в том, что 
профиль скорости слабо зависит от числа Рейнольдса, продольного 
градиента и прочих внешних условий. Именно это свойство 
послужило основой для построения универсальных соотношений 
(пристеночных функций), связывающих параметры течения с 
расстоянием от стенки. Наряду с универсальностью профиля 
скорости во внутренней области, метод пристеночных функций 
опирается на использование гипотезы о локальном равновесии 
турбулентных пульсаций, а также свойства локальной 
изотропности диссипирующих вихрей. Подробное описание 
моделирования пограничного слоя приведено в работе Шлихтинга 
[128].  

Для учета шероховатости представленное выше уравнение для 
логарифмического подслоя необходимо преобразовать. Так в 
случае, если высота элементов шероховатости сравнительна с 
толщиной вязкого подслоя sk , сильно меняется профиль 
пограничного слоя. Для учета шероховатости вводят безразмерную 
величину число Рейнольдса по шероховатости 
 

                                                 Re s
k

k uτ
ν

= .                                    (2.330) 

 
При малых числах Рейнольдса по шероховатости ( )0 Re 5k≤ ≤  
шероховатость находится в вязком подслое и почти не влияет на 
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течение, и им пренебрегают. В переходной области ( )5 Re 70k≤ ≤  
шероховатость значительно влияет на изменение пограничного 
слоя через касательные напряжения и силы давления, уравнение 
логарифмического слоя преобразуется в следующее уравнение 
[161] 
 

                                          1 ln 8.2
Rek

yu
к

+
+ ⎛ ⎞⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.                       (2.331) 

 
При больших числах Рейнольдса по шероховатости  ( )Re 70k ≥  
преобладают силы давления, и турбулентный слой находится 
внутри шероховатости. В этом случае шероховатость следует 
рассматривать как незначительное препятствие, т.е. учитывать 
геометрически. 
 Используя вышеизложенные эмпирические уравнения для 
турбулентного пограничного слоя, а также предполагая 
справедливость гипотезы о локальном равновесии 
  
                                                        P ε=                                        (2.332) 
 
можно упростить уравнения переноса, используемые в  k ε−  и 
k ω−  моделях. Например, для k ε−  модели можно получить 
следующие зависимости [161] 
 

                      ( )
2 3

ln , ,u u uu y const k
к yC
τ τ τ

μ

ε
κ

⎛ ⎞= + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

,      (2.333-2.334) 

 
где κ  константа Кармана определяется как 
 
                                                ( )2

2 1C c cμ ε ε εκ σ= − ,                   (2.335) 
 
Подставляя значения констант стандартной k ε−  модели можно 
получить значение для этой модели 0.433κ = . 
Аналогично получаются зависимости для  k ω−  типа моделей  
[161] 
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  ( )
2 3

* *
ln , , , t

u u uu y const k u y
к y
τ τ τ

τε μ κρ
β β κ

⎛ ⎞= + = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

,(2.336-2.337) 

 
где κ  константа Кармана определяется как 
 

                                                

*
*

2

ββ α
βκ
σ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠= ,                       (2.338) 

 
для модели Вилкокса 0.408κ = .  
 Построение пристеночных функций для рейнольдсовых 
напряжений более сложно, однако, происходит аналогично, как и 
для уравнения для переноса кинетической энергии, отличие 
заключается в учете перекрестного члена давления в уравнении 
(2.298). Ниже приведены выражения для источниковых членов в 
уравнениях переноса рейнольдсовых напряжений в пристеночной 
зоне при линейном перекрестном члене давлении, полученные 
Джонсом [83]: 
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k x x
τρ ε τ τ ρε
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 (2.340) 
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Аналогично строятся пристеночные функции для поля 

температур (Кадер, Яглом [86]) для описания процессов переноса 
тепла.   
1) для вязкого подслоя ( )11y+ ≤  

 
                             tλ λ≤  → PrT y+ += ⋅ ,                               (2.343) 

 
где λ - эффективный перенос, tλ - турбулентный перенос и T + - 
нормированная температура, определяемая как 
 

                                        
( )w p

w

T T u C
T

q
τ ρ+ −

= ,                              (2.344) 

 
где wq , wT  тепловой поток и температура на стенке соответственно.  
1) буферный слой ( )0 11.63y+≤ ≤  

 
                                          tλ λ≈ ,                                          (2.345) 

 
2) логарифмический слой ( )11.63y+ ≥  

 

                                tλ λ≥  → ln
t

kT y D
k

+ += + .                 (2.346) 

  
В этой области температура T +  получается из наложения 
скоростного и скалярного поля: 

   
                                            ( )Prt fT U β+ += + ,                             (2.347) 



 150

где функция fβ  может быть найдена эмпирически, согласно 
Кадеру и Яглому [86]: 

 
                                   2/ 312.5Pr 2.12ln Pr 1.5fβ = + + ,                   (2.348) 
 
где Pr  число Прандтля. 

Эффективный перенос описывает следующим образом: 
 

                                                 p
eff

y C
T
μ

λ
+

+= .                                 (2.349) 

 
Подобным образом можно построить пристеночные функции 

для пассивного скаляра, что необходимо, например, при 
существовании массообмена на стенке. 

  
Пристеночные эффекты 

 
 Существует множество течений, где пристеночные функции 
дают неточные результаты. Одним из таких распространенных 
течений являются течение с отрывом. Для корректировки этого 
предлагается в зоне пограничного слоя использовать различные 
демпфирующие функции, зависящие от пристеночных чисел 
Рейнольдса, а также включение члена описывающего 
молекулярный перенос. Введение дополнительных членов, 
например, в уравнения для k ε−  по сравнению с исходными 
уравнениями (2.91, 2.92) обусловлено как потребностью более 
точного определения искомых функций в области малых значений 
Ret  в непосредственной близости от стенки, так и тем, что скорость 
диссипации sε ε≈  принимает не нулевое значение на стенке, в то 
время как кинетическая энергия на стенке равна нулю. Это значит, 
что соотношение 2 / kε  в уравнении (2.92) стремится к 
бесконечности. Для устранения этого недостатка вводится  понятие 
гомогенной диссипации 0ε ε ε= + � , где ε� - гомогенная диссипация, 
которая находится из уравнения диссипации, 0ε  - диссипация на 
стенке (высчитывается по-разному в зависимости от модели) и ε  - 
суммарная диссипация. 
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Ниже  представлены низкорейнольдсовые (Low- Re) варианты 
некоторых рассмотренных ранее моделей. 

Низкорейнольдсовая k ε−  модель Чена [161]. 
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здесь 0.01151 yf eμ

+−= − , 1 1f = , 
2(Re/6)

2 1 0.22 tf e−= − - демпфирующие 
функции. 

Модельные константы: 
 

1 21.35; 1.80; 0.09; 1.0; 1.3kc c cε ε μ εσ σ= = = = =  
 

Аналогично, как и для низкорейнольдсовой k ε−  модели, для 
алгебраических моделей рейнольдсовых напряжений и для 
нелинейных моделей используются демпфирующие функции. 

Ниже представлены низкорейнольдсовые варианты для 
моделей WJ и CLS. 

Явная низкорейнольдсовая алгебраическая модель 
рейнольдсовых напряжений (Валлин, Йоханссон) [157]: 
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Для демпфирующей функции используется функция Ван-

Дриста [155]: 
 

                                 1 1 exp yf
A

+

+

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, где 26A+ = .                  (2.357) 

  
Максимум-функция в (2.356) введена, чтобы избежать 

проблемы низкого значения sII  в отрывных течениях, для этого 
максимум-функция лимитируется значением eq

sII  для равновесных 
течений 
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Нелинейная низкорейнольдсовая модель CLS (Крафт, 

Лаундер, Шуга)  [63] 
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Демпфирующая функция 
 

                              ( ) ( )1/ 2 21 exp Re /90 Re / 400t tfμ ⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦ .        (2.362) 

 
Местное число Рейнольдса 
 

                                                2Re /t k με= .                                  (2.363) 
 

Модельные константы: 

     
  2 2 2

1 2 3 4 5 6 70.1, 0.1, 0.26, 10 , 0, 5 , 5c c c c c c c c c cμ μ μ= − = = = − = = − =  
 

Аналогично вводятся демпфирующие функции для скалярных 
уравнений. Ниже приведена демпфирующая функция, 
используемая в модели Лам- Бремхорст (LB) [42]: 
 

                                        0.255Re 2 41(1 ) (1 )
Re

t
T

t

f eμ
−= − + .                  (2.364) 

 
Более сложный вид имеют низкорейнольдсовые модели 

рейнольдсовых напряжений, ниже приведено описание модели 
Шимы [135], базирующееся на LRR модели и использующее 
транспортное уравнение для скорости диссипации из 
низкорейнольдсовой k ε−  модели Чена, рассмотренной выше и 
низкорейнольдсовая SSG модель. 

Величину ij ijεΠ −  из уравнения (2.154) в низкорейнольдсовых 
моделях можно определить как 
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                     ,1 ,2 ,3
2
3ij ij ij ij ij ijε φ φ φ δ ρεΠ − = + + + ,                   (2.365) 

 
где  ,1ijφ  представляет собой флуктационную часть ijΠ  и ijε , ,2ijφ  
нормальную часть ijΠ  и ,3ijφ  учитывает пристеночные эффекты в 

ijΠ . Эти члены могут быть записаны следующим образом [135] 
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где демпфирующая функция  wf  определяется как 
 

                                        
4

exp 0.015w
k yf ρ
μ

⎡ ⎤⎛ ⎞
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а величина  1C  
 

                                                   *
1 1 1

PC C C
ε

= + .                             (2.370) 

 
Обозначения, используемые в приведенных уравнениях можно 
найти в главах 2.3.5-2.3.7.   
Модельные константы для перекрестного члена давления сведены в 
табл. 2.11. 
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 1C  *
1C  2C  3C  *

3C  4C  5C  
Шима 3.0 0.0 0.0 0.8 0.0 1.75 1.31 
SSG 3.4 1.84 4.2 0.8 1.30 1.25 0.40 

 
Табл. 2.11. Модельные константы для перекрестного члена 

давления. 
 
Константы для пристеночных функций приведены в табл. 2.12. 
 

 α  β  γ  
Шима 0.45 0.0 0.08 
SSG 0.23 0.125 0.085 

 
Табл. 2.12. Модельные константы 

для пристеночных функций. 
 
Моделирование члена диффузии можно проводить, используя 
уравнение (2.155). В низкорейнольсовых моделях, использующих 
транспортное уравнение для скорости диссипации, обычно 
используют низкорейнольдсовую k ε−  модель Чена. В модели 
Шимы используется адаптированная  k ε−  модель Чена, в ней 
значение функции 1 2 1f f= = , а модельные константы 
 

                     

2Re
36

1 21.44; 1.92 1 0.22 ; 1.3c c e
τ

ε ε εσ
−⎛ ⎞

= = − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

                       
К сожалению, ввод демпфирующих экспоненциальных 

функций создает определенные вычислительные трудности, кроме 
этого, для низкорейнольдсовых моделей требуется очень мелкая 
сетка около стенок, что значительно замедляет скорость 
вычислений [169] (Табл. П.2, приложение).  

Ниже дана модифицированная k - ε  модель для 
псевдопластичных жидкостей, подчиняющихся степенному закону, 
учитывающая процесс понижения сопротивления (drag reduction). 

Уравнения для турбулентной вязкости имеет демпфирующую 
функцию, описывающую эффект понижения сопротивления  
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kF Cμ μμ
ε

= .                                       (2.370) 

 
Для ньютоновских течений 1Fμ = , для неньютоноских течений 
выражается следующим уравнением 

 
                             ( )21.0F A Dr Bμ = − i i ,                               (2.371) 
 

где A , B  корректирующие константы, а Dr  переменная, 
характеризующая уровень понижения сопротивления 

 

                                  
max

%
%

DrDr
Dr

= .                                      (2.372) 

 
Значения %Dr  и max%Dr  находятся из теории максимального 
сопротивления Вирка: 

 

                       % 100%N NN

N

f fDr
f
−

= i ,                                  (2.373) 

                      max% 100%N Virk

N

f fDr
f
−

= i ,                              (2.374) 

 
f  - коэффициент трения для N , NN ньютоновских и 

неньютоновских жидкостей. 
Корректирующая константа A  служит для коррекции 

коэффиента трения, а B  учитывает изменение профиля скорости. 
Обе константы найдены из эксперимента Доджа и Метцера (1959) и 
Шеноа (1966) 

 

( ) ( )2 5 4 4 2

1
1.16 4.36 5.53 6.48 2.29 1.58 Reg

A
n n e e e n− − −

=
+ − + − +

,(2.375) 

                     ( )0.25exp 0.015B n y− += − .                                  (2.376) 
 
где n  показатель степенного закона. 
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Излучение на стенке 
 
Как упоминалось в гл. 2.3.10 модель Росселанда неверна в 

пристеночной зоне для переноса тепла за счет излучения. Для 
моделирования можно использовать метод, предложенный в [125], 
где поток тепла на стенке задается как 
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,
s w g

r w

T T
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σ
ψ

− −
= ,                               (2.377) 

 
где ψ  коэффициент прилипания, wT  температура на стенке, gT  
температура газа в пристенке. Коэффициент прилипания находится 
по формуле  
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где  
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1 2 1ln
8 1v
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k
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β φφ
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2.4.13 Моделирование акустических процессов 
 
Учет уровня шума важен при разработке различных 

технических устройств, например, уровень шума авиационного 
двигателя, шум системы вентиляции и т.д. Имеется множество 
путей расчета шума от эмпирических до прямого моделирования. 
Ниже рассмотрены некоторые из них. Наиболее сложный прямой 
расчет шума. В этом методе образование и распространение волн 
решается напрямую, аналогично DNS из основных нестационарных 
уравнений описывающих течение. Такой метод дорог и требует 
значительных компьютерных ресурсов, так как необходимо 
выполнения требования к числу Куранта  1...2C ≤ . Другой метод, 
интегральный, предложенный Лайтхиллом (Lighthill) [99]. В этом 
случае сначала моделируется течение с помощью любого 
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нестационарного расчета (DNS, LES, URANS), потом эти данные 
используются для интегрального решения волновых уравнений. 
Для получения волнового уравнения используется контрольная 
поверхность, охватывающая обтекаемое твердое тело. Для 
контрольной поверхности вводится функция f : 

 

                        
0,
0,
0, ,

вне поверхности
f на поверхности

внутри поверхности

>⎧
⎪=⎨
⎪<⎩

                 (2.380) 

 
Используя данную функцию, уравнения Навье-Стокса и 
неразрывности можно вывести основное неоднородное уравнение 
модели Флокса-Уильямса и Хоукингса (Fflowcs-Williams & 
Hawkings) [72] 
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где iu  компонента скорости течения в направлении ix , nu  
компонента скорости течения нормальной к поверхности, iv  
компонента скорости поверхности в направлении ix , nv  компонента 
скорости поверхности нормальной к поверхности, ( )fδ  дельта 
функция Дирака, 0a скорости звука, p′  давление звука, ( )H f  
функция Хевисайда, определяемая как 
 

                                          ( )
1, 0
0, 0

f
H f

f
>⎧

= ⎨ <⎩
                                  (2.382) 

 
ijT  компоненты тензора Лайтхилла 
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                                ( )2
0 0ij i j ij ijT u u P aρ ρ ρ δ= + − −  ,                     (2.383)              

 
а ijP  тензор напряжений, определяемый как 
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Решение уравнения (2.381) приведено ниже, подробно вывод 
решения изложен в [72] 
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Если контрольная поверхность совпадает с повехностью твердого 
тела, первый член справа ( ),Tp x t′ G  представляет собой 
монополярный поверхностный источник, который определяется 
формой и кинематикой движения твердого тела. ( ),Lp x t′ G  
диполярный поверхностный источник образуется за счет силы, 
действующей на жидкость со стороны тела. ( ),Qp x t′ G  
квадрупольный объемный источник определяется объемными 
источниками звука, вне твердого тела. При небольших скоростях 
обычно пренебрегают последним источником шума. 

Во многих течених шум не имеет определенных четко 
выраженных тонов, и звуковая энергия распределена непрерывно в 
широком диапазоне частот. В этом случае можно использовать 
турбулентную статистику, полученную из стационарных 
уравнений, описывающих течение. Достаточно иметь поля 
скоростей и турбулентных характеристик, например, кинетической 
энергии и диссипации. Такие широкополостные (broadband) модели 
представляют собой полуэмпирические модели, которые находятся 
обычно из экспериментов или из прямого моделирования. Ниже 
представлена модель Проудмана [121], выраженная 
полуэмпирическим уравнением 
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u uP a
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.                               (2.389) 

 
Для k -ε  модели это уравнение переписывается как 
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kP a
aε ρ ε

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
,                            (2.390) 

 
где 0.1aε =  модельная константа. 
 

2.4.14 Моделирование нестационарных эффектов 
 
Методы решения уравнений, описывающих турбулентное 

течение, базирующиеся на осредненных уравнениях Навье-Стокса 
не ограничиваются стационарными течениями, так как возможно 
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описывать нестационарные явления с использованием временного 
члена в уравнениях переноса. Такой метод получил название 
нестационарных осредненных уравнений Навье-Стокса (URANS – 
Unsteady Reynols Averaged Navier Stokes Equations) [161]. При 
таком методе следует выбирать такой временной шаг, чтобы 
разрешить нестационарные явления. Дополнительно к этому 
используют осредненные величины, базирующиеся на осреднении 
по ансамблю. На рис. 2.10 показано изменение компонентов 
скорости наблюдаемой в зафиксированной точке x при 
моделировании URANS.  

 

 
 

Рис. 2.10. Турбулентные  и когерентные скорости в URANS. 
 
Когерентное изменение компонентов скорости можно 

разделить следующим образом  
 
                   ( ) ( ) ( ) ( )* ', , ,i i i iu x t u x u x t u x t= + + ,                     (2.391) 
 

где ( )iu x  - осредненная по времени скорость, ( )* ,iu x t  - фазовое 
отклонение от осредненной по времени скорости, сумма двух 
первых членов может быть найдена напрямую из RANS и '

iu  - 
оставщаяся турбулентная флуктуационная часть, которая 
моделируется в URANS. Осредненное по времени значение 
скорости находится по осреднению всех временных шагов N  как 

 

                             ( ) ( )*

1

1 ,
N

i i i
k

u u x u x t
N =

= +∑ .                         (2.392)                 
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Флуктуации ' '
i j ph

u u  и когерентная часть флуктуаций ' '
i j coh

u u  как  
 

   ( )( )' ' ' ' ' ' ' ' * *
, ,

1 1

1 1N N

i j i j i j i j i i k j j kph coh
k k

u u u u u u u u u u u u
N N= =

= + = + − −∑ ∑ .   (2.393) 

 
Приведенные ранее DNS, LES модели позволяют разрешить во 
времени и пространстве различные масштабы турбулентного 
течения. URANS, позволяет в свою очередь, разрешить только 
крупные структуры. Для моделирования мелких структур в URANS 
применяют метод адаптивных масштабов SAS (Scale-Adaptive 
Simulation). Данная концепция базируется на введении второй 
производной от скоростного поля, введенной Ротта (Rotta) в 1972 г. 
[126], что позволяет разрешать мелкомасштабное течение. При 
использовании метода адаптивных масштабов уравнения URANS 
сохраняют аналогичную запись, например, для SST-SAS модели 
уравнение для кинетической энергии полностью идентично, а в 
уравнение для удельной скорости диссипации добавляется справа 
источниковый член [106] 
 

 2
2 2 2

2 1 1max max , ,0SAS
vk j j j j

L k kQ S C
L x x k x x

ρ ω ωρη κ
σ ωΦ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂ ∂ ∂ ∂
= −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

, 

 
где 2 3.51η = , 2

3σΦ = , 2C =  модельные константы. В приведенном 
уравнении vkL  представляет собой масштаб длины Кармана, 
который выражается как 
 

                                         vk
UL
U

κ
′

=
′′

,                                            (2.394) 

 
где U ′′  вторая производная скорости 
 
 

                                              
2 2

i i

k j

U UU
x x

∂ ∂′′ =
∂ ∂

.                             (2.395) 
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Глава 3. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ 
 

К сожалению, решить систему дифференциальных уравнений, 
представленную в предыдущей главе, аналитически не 
представляется возможным. Поэтому решение осуществляется 
численно. Численный метод включает в себя: математическую 
модель, метод дискретизации, численную сетку, конечную 
аппроксимацию и метод решения. На рис. 3.1 показан алгоритм 
численного решения. 

 

 
Рис. 3.1. Алгоритм численного решения. 

 
Ниже приведены основные методы расчета на примере 

программного комплекса FASTEST–3D. Также дополнительно 
показаны и некоторые другие методы. 

FASTEST–3D (Flow Analysis Solving Transport Equations 
Simulating Turbulence 3 Dimensional) имеет следующие особенности 
[176]: 

- метод дискретизации конечных объемов, основанный на 
гексаэдрных контрольных объемах; 

- декартовая система координат; 
- неявная и полунеявная временная схема по времени;  
- метод дискретизации в пространстве первого и второго 

порядка точности; 
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- строго неявная процедура (Strongly Implicit Procedure) для 
итерационного решения линеаризированной системы уравнений; 

- параллелизация, основанная на пространственном разбиении 
(domain decomposition). 
 
 3.1. Метод конечных объемов 
 

Существует несколько способов решения дифференциальных 
уравнений, таких как метод конечных разностей (МКР), метод 
конечных элементов (МКЭ) и метод конечных объемов (МКО). 
Основы МКР были заложены задолго до появления ЭВМ. Суть 
метода заключается в замене производных в дифференциальных 
уравнениях на их дискретные аналоги (разностные схемы). Данный 
метод относительно прост и имеет высокую эффективность. 
Однако использование МКР ограничивается использованием 
структурированной ортогональной сетки и почти равномерными 
ячейками. Таким образом, МКР можно применять только для 
простых конфигураций. Другой метод решения дифференциальных 
уравнений - метод конечных элементов МКЭ,  в основном, 
применяемом для прочностных расчетов (см. гл. 14.3). Ниже 
описан более подробно метод конечных объемов (МКО) более 
применяемый для решения газодинамических задач. 

В общем виде дифференциальные уравнения переноса 
величины Φ  можно представить как 
 

                                   i

i i i IV
I II III

u Г S
t x x x

ρρ
Φ Φ

⎛ ⎞∂ Φ∂ Φ ∂ ∂Φ
+ − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,               (3.1) 

 
где первый член описывает нестационарность, второй – конвекцию, 
третий – диффузию, справа находится источниковый член. В табл. 
3.1 показаны некоторые возможные элементы дифференциального 
уравнения (3.1). 
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Уравнение Φ  ГΦ  SΦ  
неразрывности 1 0 0 

количества 
движения 

iu  μ  
i

j
x

i j i

uP g
x x x

μ ρ
∂⎛ ⎞∂ ∂

− + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

температуры pc T  

pc
λ  

22

2 ji i

i j i

uu u
x x x

μ μ
⎛ ⎞∂⎛ ⎞∂ ∂

− − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

кинетической 
энергии 

k  t

k

μ
σ

 kP ρε−  

диссипации ε  t

ε

μ
σ

 ( )1 2kc P c
k ε ε
ε ρε−  

 
Табл. 3.1. Элементы дифференциального уравнения (3.1). 

 
Главной задачей дискретизации является преобразование  

дифференциальных уравнений в решаемую алгебраическую форму. 
Одним из методов решения системы данных дифференциальных 
уравнений является метод конечных объемов, основанный на 
интегрировании уравнений по конечному объему: 
                                   

     ( ) ( )i
i i iV V V V

dV u dV Г dV S dV
t x x x
ρ ρ Φ Φ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂Φ
Φ + Φ − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ,  (3.2) 

 
здесь Φ - величина (скорость, скаляр); ГΦ - представляет собой  
коэффициент переноса (ламинарная/турбулентная вязкость, 
коэффициент диффузии и т. д.); SΦ - силы, не включенные в 
конвективную и диффузионную часть (например, сила тяжести, 
радиация и т.д.). 

Используя теорему Остроградского–Гаусса, интеграл по 
объему можно записать через поверхностный интеграл: 
 
                                    div dV ndσΦ = Φ∫ ∫ ∫ ∫ .                                  (3.3) 
 

Получаем 
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                  ( ) i i
iV V

dV u Г n d S dV
t xσ

ρ ρ σΦ Φ
⎛ ⎞∂ ∂Φ

Φ + Φ − ⋅ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ,       (3.4) 

 
где σ - поверхность, ограничивающая объем V  и in  представляет 
собой компоненту вектора n  нормального к поверхности σ  и 
направленной наружу. Вышеизложенное уравнение должно 
решаться в каждом контрольном объеме.  

В качестве контрольного объема в 2-х мерном случае могут 
использоваться: треугольник, четырехугольник (рис. 3.2), в 
трехмерном: тетраэдр, пирамида, призма, гексаэдр (рис. 3.3). 

 

 
 

Рис. 3.2. Возможные контрольные объемы в 2-х мерном случае 
(слева - направо: треугольник, четырехугольник). 

 

 
 

Рис. 3.3. Возможные контрольные объемы в 3-х мерном случае 
(слева - направо: тетраэдр, пирамида, призма, гексаэдр). 

 
В FASTEST-3D в качестве контрольного объема используется 

гексаэдр (рис. 3.4). 
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Рис. 3.4. Неортогональный гексаэдрный конечный объем 
  
Каждый гексаэдрный конечный объем содержит угловые точки и 
центральную точку. В центральной точке сохраняется значение 
величин для контрольного объема. В практической части 
рассмотрены некоторые требования к качеству численной сетки. 
 Члены дифференциального уравнения (3.4) необходимо 
преобразовать в алгебраическую форму.  
 

3.2. Преобразование координат 
 
 С учетом неортогональности используемой численной сетки 
более удобным является использование в каждом контрольном 
объеме локальной координатной системы с трансформацией 
векторных величин из локальных координат в глобальные. На рис. 
3.5 показана локальная координатная система в контрольном 
объеме. Базисные векторы проходят через центральную точку и 
точки ближайшего пересечения со сторонами контрольного объема. 
Локальные координаты обозначены как 1 2 3( , , )ς ς ς , глобальные как 

1 2 3( , , )x x x . В [71] изложены преимущества использования 
декартовой систему координат в качестве базовой системы. 
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Рис. 3.5. Локальная система координат в контрольном объеме 
 
 Матрица трансформирования [71] из глобальных координат в 
локальные записывается следующим способом 
 

                                        

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

x x x

x x xT

x x x

ς ς ς

ς ς ς

ς ς ς

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂

= ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂ ∂
⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎝ ⎠

.                              (3.5) 

 
 Переменная Φ  по отношению к декартовой координатной 
системе может быть записана в локальных координатах как 
 

                                                 j

i j ix x
ς

ς
∂∂Φ ∂Φ

=
∂ ∂ ∂

.                                   (3.6)  

 
Элементы обратной транспортной матрицы 1T −  (локальные в 

глобальные координаты) записываются следующим образом:  
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1 1 1

1 2 3

1 2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

x x x

T
x x x

x x x

ς ς ς

ς ς ς

ς ς ς

−

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂

= ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂ ∂
⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎝ ⎠

.                              (3.7) 

 
Матрица 1T −  получается из известного линейного алгебраического 
отношения 
 

                                                  ( )1 T
adjT T

J
= ,                                   (3.8) 

 
где detJ T= - якобиан и ( )T

adjT - дополнительная матрица, 
найденная из матрицы T .  

Таким образом, 
 

                                       1 1j i
ij

i i

xadj
x J J
ς

β
ς

Τ∂ ⎡ ⎤⎛ ⎞∂
= =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

                      (3.9) 

 
и (3.6) преобразуется в 
 

                                                 1
ij

i jx J
β

ς
∂Φ ∂Φ

=
∂ ∂

,                              (3.10)                 

 
где ijβ - элементы матрицы Β , записываемой как          

  

3 3 3 32 2 1 1 1 2 1 2

2 3 3 2 3 2 2 3 2 3 3 2

3 3 3 32 2 1 1 1 2 1 2

3 1 1 3 1 3 3 1 3 1 1 3

3 3 3 32 2 1 1

1 2 2 1 2 1 1

x x x xx x x x x x x x

x x x xx x x x x x x x

x x x xx x x x

ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς

ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς

ς ς ς ς ς ς ς

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
Β = − − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
− −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
1 2 1 1

2 1 2 2 2

x x x x
ς ς ς ς ς

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂

−⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. 

                                                                                                           (3.11)              
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 Окончательно подставляя полученное отношение для 
дифференциального оператора (3.10) в уравнение (3.4), получаем 
 

    ( ) i i ik i
kV V

ГdV u n d n d S dV
t Jσ σ

ρ ρ σ β σ
ς

Φ
Φ

∂ ∂Φ
Φ + Φ ⋅ − ⋅ =

∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫ .    (3.12) 

 
При преобразовании координат в уравнении (3.12) появляется 

градиенты, которые необходимо определить. Рассмотрим одну 
сторону контрольного объема (рис. 3.6) – сторону ‘East’. Соседние 
центральные точки обозначены буквами ‘P’ и ‘E’; точки, лежащие 
на ребрах грани, обозначены буквами ‘te’, ‘ne’, ‘se’ и ‘be’. 
 

 
 

Рис. 3.6. Сторона ‘east’ контрольного объема 
 

Проекции длин (P,E), (ne,se), (te,eb) определяются как 
 
                                  ( )1 , ,i i E i Pex x xΔ = − ,                              (3.13) 
                                   ( )2 , ,i i ne i seex x xΔ = − ,                            (3.14) 
                                   ( )3 , ,i i te i ebex x xΔ = − .                            (3.15) 

 
Величина ( )j i e

xΔ  определяет изменение ix  в декартовых 

координатах вдоль локальной координаты jς  на поверхности ‘East’. 
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Используя уравнение (3.13-3.15), можно определить элемент 
трансформационной матрицы в дискретной форме как 
 

                             ( )1
1 2 2 3 3 3 2 2 3

2 3

1 x x x xβ
ς ς

= Δ Δ − Δ Δ
Δ Δ

.                (3.16) 

 
Согласно Лейстеру [71] в общем виде элементы 
трансформационной матрицы в дискретном виде можно записать 
следующим образом 
 

                                          1j j
i i

k l
bβ

ς ς
=
Δ Δ

,                                     (3.17) 

 
где индексы ( ), ,j k l  представляют перестановку чисел { }1,2,3 . 
Дискретизированная трансформационная матрица  
 

                1 1 1 1j j j
j ji ik

i j j k l
b b

x J x J J V
β

ς ς ς δ
∂Φ ∂Φ

= ≈ Δ Φ = Δ Φ
∂ ∂ Δ Δ Δ

.  (3.18) 

 
Используя дискретизированную трансформационную матрицу 

и форму Гаусса, (3.12) можно записать согласно [71] как 
                                         

    ( )j j l
i n i l kb k

iV V

ГdV u F b u b S dV
t V x
ρ ρ ρ

δ
Φ

Φ
∂ Φ ∂Φ

+ Φ ⋅ − Φ ⋅ Δ Φ =
∂ ∂∫ ∫ ,     (3.19) 

 
где оператор j

nbF - значение поверхностного интеграла на каждой 

стороне; j
kb -  коэффициент переноса.  Интеграция проходит по 

каждой стороне, в направлении  1j =  для “East” (индекс ’E’) и 
“West” (индекс ’W’); в направлении  2j =  для “North” (индекс ’N’) 
и “South” (индекс ’S’); в направлении  3j =  для “Top” (индекс ’T’) и 
“Bottom” (индекс ’B’) (Рис. 3.7). 
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Рис. 3.7. Соседние стороны в одном контрольном объеме 
  

3.3. Дискретизация диффузионного члена 
 
 Поверхностный интеграл для диффузионного члена через 
сторону ‘East’ записывается следующим образом [176]: 
 

    

( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 1 1 1 1
1' 2 3 1

2
1 1 1 2 1 1 3 1 3 1 33
1 2 2 2 3 2 1 1 2 2 3 3 3 ,

i
e k i k

неявная часть

явная часть

Г Г
F b b b b b

v V

Г Г
b b b b b b b b b b b b

V V

φ φ

φ φ

δ δ

δ δ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤Δ Φ = + + Δ Φ +⎨ ⎬ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥+ + + Δ Φ + + + Δ Φ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

  (3.20)                 

 
где разности iΔ Φ  определяется через центральные точки и 
граничную поверхность: 
 
 
                                               1 E PΔ Φ = Φ −Φ ,                                 (3.21) 
                                               2 ne seΔ Φ = Φ −Φ ,                               (3.22) 
                3 te beΔ Φ = Φ −Φ .                               (3.23) 
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Неявная схема дискретизации всех членов для диффузии 
требует большую матрицу коэффициентов, поэтому все члены, 
содержащие EΦ  и PΦ , находятся явно и добавляются в 
источниковый член (3.20). Значения neΦ , seΦ , teΦ , beΦ  находятся 
из трилинейной интерполяции между точками P, E, N, S, T, B, ne, se, 
te, be. 
  
 3.4. Дискретизация конвективного члена 
 
 Аналогично диффузионному члену конвективный поток через 
сторону ‘East’ можно записать в виде [176] 
 
                 ( ) ( )1 1 1 1 1

1 1 2 2 3 3{ }e k e e e ee
F b u b u b u b u mρ ρΦ = + + Φ = Φ ,     (3.24) 

 
где em  обозначает конвективный перенос через грань ‘East’ , 

                                        ( )1 1 1
1 1 2 2 3 3em b u b u b uρ= + + .                      (3.25) 

  
Из уравнения неразрывности это записывается как  

 
                                 0e n t w s bm m m m m m+ + − − − = .                    (3.26) 
 
 В FASTEST-3D значения скоростей и давления сохраняются в 
центральной точке контрольного объема; таким образом, для 
нахождения конвективного члена требуется интерполяция только 
между центральными точками.  
 
 3.5. Дискретизация временного члена 
 

В нестационарных течениях (или при решении псевдо- 
нестационарным методом) в каждом транспортном уравнении (3.1) 
присутствует нестационарный член.  

Нестационарный член аппроксимируется следующим образом 
[176] 
 

                                        ( )
P

PP
V

dV V
t t
ρ ρ δ∂ Φ ∂

≈ Φ
∂ ∂∫ .                      (3.27)    
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     Для аппроксимации по времени можно использовать явные 
методы. Одно из простейших предположений – явный метод 
Эйлера, который имеет первый порядок точности 
 

    ( ) ( ) 1
1 1 1 1 1

n n
P P n n n n n

Nb Nb P P P
Nb

V V
A S A

t
ρ δ ρ δ −

− − − − −Φ − Φ
= Φ + − Φ

Δ ∑ . (3.28)  

 
Здесь tΔ  обозначает временной шаг, а индексы n  и 1n −  относятся 
к последнему и предыдущему шагу. Первый член с левой стороны 
(3.28) определяется явно и добавляется в коэффициенты PA , второй 
же член добавляется в источниковый член pS .  В общем случае 
дискретизация временного члена записывается в следующем виде:                  
( ) ( )

( )

1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 11 .(3.29)

n n
n n n n nP P
P P Nb Nb

Nb

n n n n n
P P Nb Nb

Nb

V V
f A A S

t

f A A S

ρ δ ρ δ −
− − − − −

Φ

− − − − −
Φ

⎛ ⎞Φ − Φ
= ⋅ Φ + Φ + +⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ − ⋅ Φ + Φ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑
  
 При 0f =  получается явный метод Эйлера, представляющий 
собой аппроксимацию первого порядка; при 0.5f =  получается 
метод Кранка–Николсона, являющийся аппроксимацией второго 
порядка. Метод Кранка–Николсона менее стабильный, чем метод 
Эйлера, но более точный. Варьируя параметром f , можно найти 
оптимальное решение между точностью и стабильностью 
нестационарного решения. 
 

3.6. Дискретизация источникового члена 
 

В разделах 3.3-3.5 была описана дискретизация членов с левой 
стороны транспортных уравнений (3.1). С правой стороны 
находится источниковый член, представляющий собой также 
интеграл по объему и содержащий дополнительные переменные, 
явные части конвективного и диффузионного переноса. Объемные 
интегралы содержат градиенты различных величин (например, 
градиент давления в уравнение Навье-Стокса или градиенты 
скоростей в транспортном уравнении рейнольдсовых напряжений и 
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т.д.) Для их аппроксимации требуется определить коэффициенты 
переноса относительно локальных координат и привязку к 
центральной точке контрольного объема (рис.3.8).  

 

 
 

Рис. 3.8. Локальная координатная система, привязанная к 
центральной точке контрольного объема 

 
Используя аналогичные отношения для преобразования 

координат, как и в случае поверхностного интеграла, можно найти 
отношение для объема в рамках градиента переменной Φ  как 

 

         

1

1 1 1 ,

P

P k P
i i iPV

j j
j P ji i

j k l

dV V b V
x x J

b V b
J J

δ δ
ς

δ
ς ς ς

⎛ ⎞∂Φ ∂Φ ∂Φ
≈ = ≅⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

≅ Δ Φ = Δ Φ
Δ Δ Δ

∫
     (3.30) 

 
где j k l PVς ς ς δΔ Δ Δ = . 

Таким образом, объемный интеграл содержит градиент 
давления в направлении ix  и аппроксимируется как 
 
                        ( ) ( ) ( )1 2 3

i

p
e w i n s i t b iuS p p b p p b p p b= − − − − − .       (3.31) 
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Массовые силы igρ  находятся путем умножения на объем: 

 
                                                 

i

g
iuS g Vρ δ= .                                    (3.32) 

 
Последними членами (3.30) являются явные части конвекции 

i

k
uS  и диффузии 

i

d
uS : 

 
                                  

i ii i

p g d k
i u uu uS S S S S= + + + .                        (3.33) 

  
Для скалярного уравнения источниковый член записывается 

аналогично, за исключением члена давления: 
 

          
i ii

g d k
i u uuS S S S= + + .                               (3.34) 

 
3.7. Методы интерполяции 
 
 Для нахождения неизвестных величин на границах конечного 

объема необходима интерполяция. На рис. 3.9 представлены 
некоторые интерполяционные схемы.  
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Рис. 3.9. Интерполяционные схемы 
 
В так называемой интерполяции «вперед»  (Upwind Difference 

Scheme (UDS)) значение через сторону ‘East’ контрольного объема 
аппроксимируется между значениями в точках ‘P’ или ‘E’ (рис. 
3.10): 

 

                                   
, 0
, 0

P eUDS
e

E e

f m
f

f m
>⎧

= ⎨ <⎩
.                             (3.35) 

   

 
 

Рис. 3.10. Схема для направления ‘West’ –‘East’ 
 

Такой вид аппроксимации относится к первому порядку точности и 
обычно не создает численных проблем. 

Другим типом аппроксимации является центрально- 
разностная схема (Central Difference Scheme (CDS)), записываемая 
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между двумя ближайшими точками (P и E) (рис. 3.10) в следующем 
виде: 

 
                               ( )1CDS

e E e P ef f fλ λ= + − ,                       (3.36) 
 

где линейный интерполяционный фактор определяет как 
 

                                       e P
e

E P

ς ς
λ

ς ς
−

=
−

.                                    (3.37) 

 
Такая схема относится ко второму порядку точности, она более 
точная, чем первый способ, однако обладает более плохой 
сходимостью.  

Сочетая преимущества и недостатки двух методов 
(UDS/CDS), в FASTEST-3D используется их комбинация: 

 
                       ( )UDS CDS UDS

e e e e
неявная часть явная часть

f f f fγ= + − ,             (3.38) 

 
где γ - фактор смешивания.  

При 0γ =  получается чистая UDS интерполяция, для 1γ =  
UDS часть исчезает и интерполяция приобретает второй порядок 
точности. Выбирая значения γ  между 0 и 1, можно найти оптимум 
между точностью и стабильностью. Независимо от γ , UDS часть 
определяется неявно, и разница между CDS и UDS частями 
определяется явно и добавляется в источниковый член.  

Часто для интерполяции применяют квадратичную 
интерполяцию “вперед” QUI (Quadratic Upwind Interpolation) . Идея 
такой интерполяции - использование параболы вместо линии. Для 
построения параболы необходима еще одна точка, W  при 0em >  и 
EE  при 0em <  

 

    
( )
( )

1 2 1 2

3 4 3 4

1 , 0
1 , 0

E W P eQUICK
e

P EE E e

g f g f g g f m
f

g f g f g g f m
− + − + >⎧

= ⎨ − + − + <⎩
           (3.39)  

 
коэффициенты  ig  определяются по следующим формулам 
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( ) 2

, ,
1

, ,

2
1

e W e P

e P e W
g

λ λ
λ λ
−

=
+ −

 ,  
( )( )2, ,

2
, ,

1 1
1

e P e W

e P e W
g

λ λ
λ λ

− −
=

+ −
,        (3.40-3.41) 

             
( )( )2, ,

3
, ,

1 1
1

e W e P

e E e P
g

λ λ
λ λ

+ −
=

+ −
, 

2
, ,

4
, ,1

e P e E

e E e P
g

λ λ
λ λ

=
+ −

.         (3.42-3.43) 

 
Такая схема более сложная, чем центрально-разностная схема, 

так как требует дополнительной точки в каждом направлении, 
кроме этого зависимости для ig  представляют определенную 
сложность при неортогональных сетках. Квадратичная схема 
относится к третьему порядку точности. Леонард (1979) сделал эту 
схему популярной и дал название QUICK (Quadratic Upwind 
Interpolation for Convective Kinematics) [98]. Существуют и другие 
схемы, обеспечивающие более высокий порядок точности, но и 
имеющие более сложный вид. На данный момент при 
моделировании турбулентных течений интерполяции выше 
третьего порядка почти не применяются и представляют больше 
математический интерес. 

 
3.8. Общая система уравнений 

 
В предыдущих разделах была рассмотрена дискретизация 

членов. Для решения дискретизированного уравнения необходимо 
записать его в специальной форме: 
 
                                   p p Nb Nb P

Nb явная часть
неявная часть

A A SΦ − Φ =∑ ,                (3.44) 

 
здесь pA - коэффициенты при переменной pΦ  в точке P ; NbA - 
коэффициенты всех соседних точек.  

Второй член слева уравнения (3.44) можно разделить на две 
части: 
 
                (1) (1) (2) (2)

(1) (2)
p p Nb Nb Nb Nb P

Nb Nb
A A A SΦ − Φ − Φ =∑ ∑ ,      (3.45) 
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где Nb(1)=E, W, N, S, T, B и Nb(2)=EN, WN, ES, WS, NT, NB, ST, SB, 
ET, EB, WT, WB, ENT, ENB, WNT, WNB, EST, ESB, WST, WSB (рис. 
3.3).  

Перенося вторую сумму в правую часть, получаем 
 
                             ( )( )(1) (1)

(1)
2p p Nb Nb P

Nb
A A S NbΦ − Φ =∑ .            (3.46) 

  
Для следующей итерации 1n +  алгебраическая система для 

переменной 1n+Φ  записывается следующим образом 
 
                  ( )( )1 1

(1) (1)
(1)

2n n n
p p Nb Nb P

Nb
A A S Nb+ +Φ − Φ =∑ .            (3.47) 

 
Давление при решении уравнения импульсов добавляется 

через градиент давления, что рассмотрено в следующей главе. 
 

 3.9. Связь уравнений для скорости и давления 
 
 Особенностью уравнения импульсов в отличии от других 
уравнений переноса является наличие нелинейного конвективного 
члена. При итерационном решении используется линеаризованный 
конвективный член, находящийся из уравнения переноса массы 
через сторону контрольного объема и через значение скорости из 
предыдущей итерации. Для решения уравнений Навье-Стокса 
необходимо определить значение градиента давления. Для 
численного решения в FASTEST-3D используется 
модифицированный метод SIMPLE, предполагающий, что 
уравнение неразрывности не решается явно, а используется как 
поправка для корректировки поля давлений, которое удовлетворяет 
уравнению неразрывности. Связь давления и скорости была 
исследована Ри и Шоу [122] и в дальнейшем улучшена Перичем 
[71]. Для каждой новой внешней итерации m  используется перенос 
массы и значение давления из предыдущей внешней итерации 

1m − . Линейная система уравнений (3.44) для каждой компоненты 
скорости iu  может быть записана как 
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1 1 1 1

, , ( )
m mu m u m m m

p i P Nb i Nb P i p
Nb

A u A u Q pδ
− − − −− = −∑ .          (3.48) 

 
Здесь источниковый член pS  с правой стороны разделен на 

градиент давления 1( )m
i ppδ −  и остаток 1m

PQ − . Для данного поля 

давлений * 1mp p −=  находится поле скоростей *u  из (3.48) с *
,i Pu  

как 
 

                         ( )1

1
* * 1 *
, ,

1 m

m
u m

i P Nb i Nb P iu PNbP

u A u Q p
A

δ
−

−

−⎡ ⎤
= + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ .         (3.49)      

 
Полученное поле скоростей *

iu  удовлетворяет 
дискретизированному уравнению импульсов, но не удовлетворяет 
дискретизированному уравнению неразрывности. Дефектная масса, 
появляющаяся в каждом контрольном объеме 
 
                               * * * * * * *

p e w n s t bm F F F F F FΔ = − + − + − ,                (3.50) 
 
где поток через грань контрольного объема находится из 
интерполированного поля скоростей *

iu  как 
 

                                      * * 1
, ,e e i e i eF u bρ= .                                    (3.51) 

 
При интерполировании скоростей между центральными 

точками на каждой грани контрольного объема возникает проблема 
осцилляций давлений. Во избежание этой проблемы, скорости ( *

,i eu , 
*
,i nu , и т.д.) модифицируются специальным образом. Для этого 

вводятся промежуточные поля скоростей **
iu  и давления **p , 

удовлетворяющие уравнениям импульсов и неразрывности. Данные 
поля базируются на уже «ошибочно» вычисленных полях давления 
и скоростей с коррекцией: 

 
                        ** * cor

i i iu u u= + , ** * cor
i i ip p p= + .                      (3.52) 
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Так как и **

iu , и **p  должны удовлетворять уравнению 
импульсов, должно удовлетворяться следующее отношение: 

 

              ( )1

1
** * 1 **
, ,

1 m

m
u m

i P Nb i Nb P iu PNbP

u A u Q p
A

δ
−

−

−⎡ ⎤
= + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ .                (3.53)                 

 
Из (3.49) и (3.53) можно вывести следующее отношение между 
коррекцией скоростью и коррекцией давления: 
 
                                                ( ),

cor cor
i P i P

u pδ= .                               (3.54) 

 
Для грани контрольного объема “East” это записывается в виде 
 
                                                ( ),

cor cor
i e i e

u pδ= .                                (3.55) 

 
Коррекция для переноса массы 
  
                                              1

, ,
cor cor

e e i e i eF u bρ=                                  (3.56) 
 
должна удовлетворять уравнению неразрывности 
 
                       * cor cor cor cor cor cor

p e w n s t bm F F F F F FΔ = − + − + − ,       (3.57) 
 
для удаления дефектной массы *

PmΔ , появившейся из 
“ошибочного” скоростного поля *

iu .  
Подставляя (3.55) в (3.56) и окончательно в (3.57), можно 

получить линейное уравнение для корректировки давления 
 

*corcor
p p Nb p

Nb Nb
A p A p m− = Δ∑ ,                         (3.58) 

 
которое можно решить, используя строгую явную процедуру 
(Strongly Implicit Procedure  (SIP)). 
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Процедура, описанная выше, реализуется в FASTEST-3D в два 
шага: 

 Предварительный шаг – уравнение (3.49) решается для 
полученных полей давления и скоростей из предыдущей внешней 
итерации 1m −  для получения оценочного поля скорости *

iu . В 
свою очередь, оценочное скоростное поле *u  и поле давлений 

* 1mp p −=  используется для интерполяции оценочного значения 
скорости на границах контрольного объема и вычисления 
дефектной массы  *

PmΔ  согласно уравнению (3.50).                                     
Корректировочный шаг – дефектная масса  *

PmΔ  заменяется 
в уравнении коррекции давления (3.58), из которого находится 
корректировочное поле давлений corp . Это корректировочное поле 
добавляется к полю давлений из предыдущей итерации: 

 
                         ** * cor

pp p pα= + , 0 1pα< ≤ ,                       (3.59) 
 
здесь Pα - фактор релаксации, используемый для избежания 
нестабильности при большом изменении давления в течение одной 
итерации. Скорректированное поле давлений ** mp p=  
используется в следующей итерации 1m + . Дополнительно, для 
данного скорректированного давления corp  используется 
скоростное поле *

iu  для нахождения значений переноса скорости и 
массы **

iu , **
,i eF  и т.д., которые используются в следующей внешней 

итерации. 
Приведенный выше алгоритм использует итерационный вид 

решения, иногда применяют псевдо - нестационарный метод, 
используя итерации по времени [174]. Существует множество 
модификаций алгоритма SIMPLE, так как стандартный метод 
может иметь большую ошибку аппроксимации. В основном, его 
рекомендуется применять для моделирования стационарных 
процессов. При моделировании нестационарных процессов  
итерации внутри одного временного шага могут быть 
неэффективны. Одной из перспективной модификацией является 
PISO (Pressure-Implicit with Splitting of Operators). В этой 
модификации вводится несколько дополнительных поправок 
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давления. Основная идея поправок - это то, что скорректированная 
скорость после процедуры PISO более близка к точному значению, 
удовлетворяющему уравнениям неразрывности и моментов, чем 
при стандартном алгоритме SIMPLE. Таким образом, при 
нестационарных расчетах применение данной процедуры может 
значительно увеличить скорость вычислений. О применении 
различных поправок описано в [175]. 

  
3.10 Граничные условия 
 
Для решения системы нелинейных дифференциальных 

уравнений необходимо поставить граничные условия, 
ограничивающую область расчета, а в случае нестационарного 
расчета - ввести начальные условия. Такими ограничениями по 
отношению к расчетной области могут быть: «вход» (inlet), 
«выход» (outlet), «симметрия» (symmetry), «стенка» (wall). Для 
данных граничных условий обычно используют условия Дирихле 
(значение переменной, например для скорости U F= ) или Неймана 

(нормальная составляющая переменной, U F
n

∂
=

∂
), иногда для задач 

конвективного теплообмена используют смешанное условие 

( U kU F
n

∂
+ =

∂
). В случае нестационарного расчета дополнительно 

должно быть задано начальное поле переменных, как начальное 
условие. 

 
«Вход» (inlet) 
 
Физически граничное условие «вход» используется на 

поверхностях втекания жидкости в рассматриваемую расчетную 
область. Также возможны конфигурации без «входа», т.е. 
замкнутые пространства. Компоненты скорости и другие 
переменные задаются напрямую при использовании граничного 
условия «вход». Пример контрольного объема, в котором сторона 
“East” принадлежит входной поверхности, схематично показана на 
рис. 3.11.  

 



 185

 
 

Рис. 3.11. Контрольный объем, прилегающий к одному из 
граничных условий. 

 
Локальная система координат с тремя базис векторами 

1 2 3( , , )ς ς ς  сориентирована с линиями (ne, se), (te, eb) и нормалью n . 
После вычисления коэффициентов трансформации j

kb  (раздел 3.4), 
конвективный поток em  переменной Φ  через входную поверхность 
«east» может быть вычислен из уравнения (3.24) в контрольном 
объеме, прилегающем к входной поверхности. Коэффициент eA  в 
несуществующей точке Е (3.44) приравнивается нулю. 
Диффузионный поток от разницы между значениями переменной 
от eΦ  и центральной точкой контрольного объема pΦ  вычисляется 
и добавляется явно в правую часть уравнения (3.44). 

 
«Выход» (outlet) 
 
Граничное условие «выход» применяется на поверхностях 

истечения жидкости из расчетной области. Вследствие влияния 
течения на выходную поверхность, необходимо размещать «выход» 
в области, удаленной от основного течения, и поток должен быть 
направлен наружу. При этих условиях возможно применение 
условия нулевого градиента вдоль поверхности «выхода». Для 
контрольного объема, изображенного на рис. 3.11, если “east” 
поверхность, принадлежащая граничному условию «выход», 
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значение переменной в точке «е» просто копируется в точке «p», 
e pΦ = Φ , таким образом, диффузионный поток получается равным  

нулю ( 0e pΦ −Φ = ). Дополнительно, после применения условия 
отсутствия градиента вдоль поверхности «выход», проводится 
сравнение массового расхода на «входе» и «выходе» для 
соблюдения уравнения неразрывности. 

 
«Симметрия» (symmetry) 
 
 Граничное условие «симметрия» применяется  на 

поверхностях симметрии. В некоторых случаях при использовании 
методов, основанных на RANS, применение «симметрии» 
позволяет значительно ускорить скорость расчета и понизить 
требования к оперативной памяти ЭВМ за счет снижения 
количества контрольных объемов. В главе 8 продемонстрированы 
некоторые случаи с применением «симметрии». На рис. 3.12 
показан контрольный объем, прилегающий к поверхности 
симметрии.  

 

 
 

Рис. 3.12. Контрольный объем, прилегающий к граничному 
условию «симметрия». 

 
В зависимости от вида переменной (скаляр, вектор, тензор), 

для «симметрии» обычно используются три типа условий. 
1. Для всех скалярных величин используется условие Неймана 
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                                                  0
n
φ∂
=

∂
,                                  (3.60) 

 
где n  - направление нормальное к поверхности симметрии, а φ  - 
обозначение скаляра. В FASTEST-3D значение в центральной точке 
P проецируется на поверхность «симметрии». Возможно простое 
копирование значения φ , как e Pφ φ= , аналогично, как и при 
условии «выход», однако, для увеличения точности, при 
неортогональной сетке, добавляют точки N, S, T, B и учитывают 
значения φ в этих точках. Конвективные и диффузионные потоки 
скалярных величин на поверхности «симметрии» принимаются 
равным нулю. 

2. Для векторных величин, таких как скорость, условия 
«симметрии» более сложны. Первоначально, необходимо 
сориентировать локальную систему координат таким образом, 
чтобы ось 1ς , определяемая компонентой скорости PU , была 
параллельной стороне «east», ось 2ς  совпадала с вектором n , а ось 

3ς  была ортогональна осям 1ς , 2ς  и расположена так, чтобы 
образовывать правую систему координат (рис. 3.12). Обозначим 
проекции векторов, например, скорость U  на локальные 
координаты как 

1
uζ , 

2
uζ ,

3
uζ . Аналогично, как и при скалярных 

величинах, конвективный поток на поверхности «симметрии» 
равен нулю для всех компонент скорости. Нормальная компонента 
скорости на поверхности «симметрии» равна нулю 

2
0uζ = , а 

компоненты скорости, параллельные симметрии 
2

uζ  и 
3

uζ , имеют 
нулевые значения градиентов 

 

                                                  1

2
0

uζ
ς

∂
=

∂
.                                          (3.61) 

 
В свою очередь, градиент компоненты скорости 

2
uζ  не равен 

нулю 2

2
0

uζ
ς

∂
≠

∂
. 

3. Для тензорных величин, таких как рейнольдсовые 
напряжения или его производные, компоненты тензора в 
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декартовых координатах трансформируются в локальные, при 
известной матрице трансформации T  (3.5),  и записываются как   

 

                                                 ' 'jL i
kl i j

k l

xx u uτ
ς ς

∂∂
=
∂ ∂

,                                (3.62) 

 
где L

klτ  компоненты тензора рейнольдсовых напряжений в 
локальных координатах. 

Локальные компоненты тензора, находящиеся на главной 
диагонали 11

Lτ , 22
Lτ , 33

Lτ , и локальная компонента тензора 13
Lτ , 

состоящая из флуктуации скоростей, параллельных поверхности 
«симметрии»,  имеют нулевые значения градиента. Локальные 
компоненты тензора 12

Lτ  и 23
Lτ , состоящие из флуктуаций скоростей, 

нормальных к поверхности «симметрии», также равны нулю. 
 

            11 22 33 13 0
L L L L

n n n n
τ τ τ τ∂ ∂ ∂ ∂

= = = =
∂ ∂ ∂ ∂

, 12 23 0L Lτ τ= = .    (3.63-3.64) 

 
Градиенты локальных компонент тензора рейнольдсовых 

напряжений  скорости  12
Lτ  и 23

Lτ  в направлении нормали к 

поверхности симметрии не равны нулю 12 23 0
L L

n n
τ τ∂ ∂

= ≠
∂ ∂

 и вызывают 

диффузионный поток. 
 
«Стенка» (wall) 
 
Физически, граничное условие «стенка» представляет собой 

твердую поверхность. У «стенки» ко всем химическим скалярным 
величинам (массовая доля специй, прогрессивная переменная и 
т.д.) применяют условия Неймана, аналогично, как при граничных 
условиях «симметрия». Для скорости, турбулентной энергии, 
рейнольдсовых напряжений и т.д. используют пристеночные 
функции или низкорейнольдсовые модели, рассмотренные 
подробно в главе 2.3.11. Однако, необходимо добавить следующие 
предположения, изложенные ниже. 

Рассмотрим контрольный объем, приведенный на рис. 3.11. 
Принимая поверхность “east” принадлежащей «стенке», для 
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построения граничных условий на стенке принимаются следующие 
предположения: 

1. поверхность идеально плоская;  
2.течение в точке Р лежит в развитом турбулентном слое или в 

вязком подслое; 
3. в локальных координатах учитываются только градиенты в 

нормальном к стенке направлении 2ς ; 
4. в полностью развитом турбулентном слое все локальные 

тангенциальные компоненты рейнольдсовых напряжений, за 
исключением  12

Lτ , пренебрегаются 
 

                                
11 21

21 22

33

0
0

0 0

L L

L L L
ij

L

τ τ
τ τ τ

τ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                                (3.65) 

 
3.11. Решение системы линейных уравнений 
 
Систему уравнений (3.44) можно представить в матричной 

форме как 
 
                                                 A SΦ = ,                                            (3.66) 
 
где A - коэффициенты матрицы, полученные из коэффициентов 
линейных уравнений (3.44) для каждого контрольного объема CV; 
Φ - вектор, содержащий значение переменной Φ  в каждом 
контрольном объеме; S - вектор, содержащий члены, находящиеся 
справа в уравнении (3.44). 
 Система (3.66) должна быть решена наиболее эффективным 
методом. Большинство членов матрицы коэффициентов A  состоит 
из нулей или элементов с малыми значениями по определенным 
диагоналям (в FASTEST-3D семь диагоналей). Так как прямые 
методы, как, например, метод Гаусса, не используют преимущества 
этой структуры и потребляют значительные вычислительные 
ресурсы, а также, учитывая, что ошибка дискретизации обычно 
намного превосходит точность вычислительной машины, более 
целесообразным является итерационный метод. Кроме этого, 
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полностью неявная дискретизация уравнения импульсов является 
нелинейной и не может быть решена прямым методом. 
 В итерационном методе некоторое начальное решение 
систематически улучшается с каждой итерацией. После n итераций 
должно быть получено аппроксимированное решение (3.66) nΦ , 
которое является неточным. Ненулевой вектор невязки nr  (разница 
между левой и правой сторонами уравнения (3.44)) удовлетворяет 
следующему отношению 
 
                                                  n nA S rΦ = − .                                  (3.67) 
   
Итерационная схема линейной системы должна обеспечивать 
приближение резидиумов к нулю с каждой итерацией. Это 
записывается в следующей форме: 
 
                                            1n nM N B+Φ = Φ + .                              (3.68) 
 
Вычисляя  nMΦ , из каждой стороны (3.68) получаем 
 
                                  ( ) ( )1n n nM B M N+Φ −Φ = − − Φ                   (3.69) 

 
или 
                                                       n nM rδ = .                                  (3.70) 
 
Здесь 1n n nδ += Φ −Φ  вектор коррекции, который и представляет 
ошибку конвергенции. Вычисление nNΦ  не требует больших 
численных ресурсов, и решение (3.68) сходится довольно быстро. 
Для быстрой сходимости решения (3.68) матрицу M специально 
подготавливают для аппроксимации в A. Для этих целей 
используют строгую неявную процедуру (SIP), предложенную 
Стоуном [149] и развитую далее для семидиагональной матрицы 
коэффициентов Лейстером и Перичем [71], примененную в 
FASTEST-3D. В этом способе матрица M делится на неполную LU 
и декомпозицию ILU 
 
                                            M LU A N= = + .                                 (3.71)    
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В декомпозиции ILU процесс аналогичен стандартному LU, но 
для каждого нулевого элемента матрицы A переносной элемент 
нижней треугольной матрицы L или верхней треугольной матрицы 
U принимается нулями. Тем не менее, L и U имеют ненулевые 
элементы только на одинаковых диагоналях как A (W, E, S, N, B, T, 
P), их продукт LU имеет дополнительные ненулевые диагонали 
(SE, NW и т.д.). Стоун [149] показал, что сходимость может быть 
улучшена, если матрица N имеет ненулевые элементы на 
диагоналях, соответствующих всем ненулевым диагоналям LU. 
Элементы матрицы N должны быть определены таким образом, 
чтобы элементы вектора 0NΦ ≈  в матрице M были лучше 
аппроксимированы в A. Это означает, что распределение членов 
‘дополнительных’ диагоналей (SE, NW, etc.) в N должно быть 
вблизи распределения других диагоналей (W, E, S, N, B, T, P). 
Ожидаемое решение эллиптических дифференциальных уравнений 
должно быть гладким. Стоун [149] аппроксимировал неизвестные 
значения функций в ‘дополнительных’ узлах в членах известных 
значений функций в узлах, соответствующих диагоналям A. 
 Имея матрицу A, не представляется сложным найти элементы 
N. Элементы M, которые являются суммой A и N, не требуют 
расчета. Вместо элементов L и U находятся элементы A и N. Таким 
образом, L и U известны, и можно провести внутренние итерации. 
Система (3.70) может быть перезаписана как 
 
                                                   n nLU rδ =                                      (3.72) 
 
или 
 
                                             1n n nU L r Rδ −= = .                               (3.73) 
 
Используя преимущества декомпозиции LU, элементы вектора nR  
первично рассчитываются с использованием (3.73) прямой 
подстановкой в порядке увеличения индекса контрольного объема. 
Далее элементы корректировочного вектора nδ  рассчитываются  
обратной подстановкой в порядке уменьшения индекса 
контрольного объема, значение переменных в контрольном объеме 
обновляется по следующей формуле  
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                                             1n n nδ+Φ = Φ + .                                   (3.74) 
 
Итерационный процесс проходит до тех пор, пока сумма всех 
элементов вектора резидиумов nr  не станет ниже приемлего 
уровня. 

В стационарных расчетах временная статистика не 
представляет интереса. В этом случае нестационарным членом 
пренебрегают, и итерации проходят для стационарных уравнений. 

Итерации без первого временного шага или при стационарных 
расчетах, в которых матрица коэффициентов или источниковый 
член в (3.44) обновляется, называются внешними итерациями, 
чтобы отличать их от внутренних итераций, исполняемых с 
линейными уравнениями (3.44) с фиксированными 
коэффициентами (в SIP). 

Переменные в каждой внешней итерации могут значительно 
изменяться, в частности, в начале итераций, что может вызывать 
нестабильность численного решения. Для снижения этого эффекта 
вводят релаксацию переменных: 

 
                         ( )1 1n n new nα− −

ΦΦ = Φ + Φ −Φ ,                     (3.75) 

 
где mΦ  и 1m−Φ - значения переменой mΦ  после m и (m-1) внешней 
итерации; newΦ - результат решения уравнения (3.44) и 
релаксационный фактор αΦ  должен удовлетворять условию 
0 1αΦ< ≤ . 
 В нестационарных расчетах требуется точность для 
разрешения во времени, например, для периодических процессов. В 
этом случае итерации должны быть продолжены в каждом 
временном шаге для представленной системы уравнений до 
достижения удовлетворительной точности. 

 
 


